Universidad Autonoma del
Estado de México

Facultad de Ciencias

RELACION ENTRE
SUPER-CONTINUIDAD Y OTRAS
CONTINUIDADES FUERTES

TESIS
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

Matematico

PRESENTA:

Alejandra Naomi Garduno Lépez

DIRECTORES DEL TRABAJO:
DRrRA. MONICA SANCHEZ GARRIDO

Dr. DavID MAYA ESCUDERO

ToLucA, MEXICO, FECHA



Indice general

[1. Conceptos basicos|

[1.1. Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados| . . . . . .. ... ..

[1.2. Conjuntos abiertos regulares y conjuntos cerrados regulares . .

[2. Otras Topologias|

[2.1. Topologia de Semiregularizacién . . . . . . . . .. .. .. ...

[2.2. Quasi-topologial . .
[2.3. Topologia §-cociente

[3. Funciones continuas y

super continuas|

22

33
33
42
45

51
o1
52
29

65
65
72
74

77

88






Introduccion

La continuidad es una de las herramientas mas poderosas de las ma-
tematicas. En décadas recientes se han introducido y estudiado diferentes
variaciones de funciones continuas dada su importancia. En 1982 en [6], B.
M. Munshi y D. S. Bassan introducen la nocién de funciéon super-continua.
Esta clase de funciones es interesante ya que resulta ser una herramienta natu-
ral para estudiar espacios casi-compactos, espacios casi-regulares y espacios
casi-completamente regulares. En [9], I. L. Reilly y M. K. Vamanamurthy
trabajaron con las funciones super-continuas y definieron la clase de las fun-
ciones clopen continuas entre espacios topoldgicos. T. Noiri en [7] desarrolla
el concepto de d—continuidad y fuerte #-continuidad, ambos conceptos estan
intimamente relacionados con la super-continuidad. De la misma manera, T.
Noiri en [8] define a las funciones perfectamente continuas, las cuales son
mas fuertes que las clopen continuas. Por su parte C. W. Baker en [I] traba-
ja también en funciones completamente continuas y analiza la relacién entre

estas y otros tipos de funciones.

Se sabe que la clase de las funciones super-continuas estd contenida es-
trictamente en la clase de las funciones continuas. La super-continuidad esta

contenida estrictamente entre la fuerte §—continuidad y la d—continuidad.
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Y ademds, la super-continuidad esta contenida estrictamente entre la conti-
nuidad completa y la d—continuidad.

En [9], I. L. Reilly y M. K. Vamanamurthy prueban que la super-continuidad
y la continuidad son iguales cuando dotan al espacio dominio con la topologia
semi-regular. Ademads, estudian la relacién de las funciones super-continuas
con las funciones casi-continuas y con las funciones casi-abiertas.

Finalmente, uno de los principales problemas en la topologia general es
determinar la relacion entre diferentes clases de funciones. Este es el eje
principal que regira la presente alrededor de las propiedades que cumplen
dichas clases de funciones y las propiedades que satisfacen los espacios entre
las funciones. De forma secundaria, se analizardn los conjuntos d—abiertos
y los abiertos-regulares, asi como los espacios semi-regulares y también la
topologia semi-regular y la d—cociente, entre otras.

La tesis esta organizada de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se pre-
sentan conceptos y resultados basicos de topologia que son necesarios para
la comprension de la tesis. En el Capitulo 2, estdn la topologia de semi-
regularizacion, la quasi-topologia y la d—topologia las cuales més adelante
nos ayudan a dar relaciones entre los diferentes tipos de continuidades. En
el Capitulo 3, se presentan unas de las definiciones y resultados mas impor-
tantes en esta tesis, la continuidad y la super continuidad. En el Capitulo 4,
se encuentran otro tipo de continuidades como la casi continuidad y clopen
continuidad. Finalmente, en el Capitulo 5, estdn otros tipos de continuidades
conocidas como continuidades fuertes, por ejemplo, perfectamente continua,

fuerte continua, d—continua, entre otras.



Capitulo 1

Conceptos basicos

1.1. Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados
Definicién 1.1. Sea X un conjunto. Se define y denota por P(X) = {A :
A C X} al conjunto potencia de X.
Definicién 1.2. Sea X un conjunto. Una familia 7x C P(X) es una topo-
logia para X, si 7y satisface las siguientes condiciones:

1. 0y X estédn en 7y,

2. La union de cualquier familia de elementos de 7x estd en 7y,

3. La interseccion finita de elementos de 7x esta en 7x.

Mientras no haya confusion con 7 y 7x usaremos 7 sin distincion en el

espacio.
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Definicién 1.3. Si X es un conjunto y 7 es una topologia para X, entonces
(X, 7) es un espacio topolégico. A los elementos de 7 se les llama conjun-

tos abiertos o simplemente abiertos.

Los ejemplos clasicos que podemos encontrar en cualquier libro de Topo-

logia, y en esta tesis, son los dos ejemplos siguientes.

Ejemplo 1.4. Sean X un conjunto y 7 = {0, X}. Es claro que (), X € 7.
Ahora notemos que UX = X € 7y 0N X = € 7. Por lo tanto, 7 es una

topologia para X.

Ejemplo 1.5. Sean X un conjunto y 7 = P(X). Dado que ) C X y X C
X, se tiene que ) y X son elementos de 7. Si A es una familia finita de

subconjuntos de X, se cumple que ﬂ ACXy U A C X. Por lo que T es
AcA AcA

una topologia para X.

La topologia del Ejemplo [1.4]es llamada Topologia trivial o indiscreta
y la topologia del Ejemplo es llamada Topologia discreta y se denota
por 74. Con estos dos ejemplos queda claro que a cualquier conjunto siempre

se le puede dotar de al menos dos topologias, la discreta y la indiscreta.

Ejemplo 1.6. Sean X = {z,y} y 7 = {0, {z}, X}. Por definicién de 7 vemos
que ) € 7y X € 7. Por otro lado, DU {z} = {z} € 7, {2} UX = X € 7,
Pu{ziuX=Xer,0uX=Xer,0n{z}=0er,0n{z}nX=0¢€r,
{z}NX = {z} € 7. Con esto hemos demostrado que 7 es una topologia para

X.

El espacio (X, 7) del Ejemplo es llamado el espacio de Sierpinsky.
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Ejemplo 1.7. Sea [—1,1] C Ry 7 definida como 7 ={A C [-1,1]: 0¢ A
o(—1,1) C A}

Por como esté definida tenemos que () y [—1, 1] estdn en 7. Sea A una familia
de elementos de 7. Si todos los elementos de la familia son de los que no
contienen a 0, entonces 0 ¢ |JA, y asi (JA € 7. Por otro lado si uno de
ellos es de los que contienen a (—1,1), entonces (—1,1) C |J.A. De modo
que |JA € 7. Ahora sean A, B € 7. Supongamos que 0 ¢ A, B, entonces
0 ¢ AN B. Sin perdida de generalidad supongamos que 0 ¢ Ay (—1,1) C B,
De esto 0 ¢ AN B. Por tltimo, si suponemos que (—1,1) C A, B, entonces
(—=1,1) € AN B. Por lo tanto, 7 es una topologia para [—1, 1].

Ejemplo 1.8. Sea X un conjunto y 7.,y = {A € X : X — A es finito o
A = (}. Notemos que X € 7p, pues X — X = () y por como estd definida
Teofy 0 € Teop. Ahora sea A una familia de elementos de 7.,¢. Elegimos A € A.
Tenemos que X —JA C (X —Ay X — A es finito. De lo anterior, X —J.A
es finito, por lo que pertenece a 7.,f. Por ultimo sean A, B € 7.,;. Entonces
X—(ANB) = (X—-A)U(X — B), pero sabemos que (X —A) y (X — B) son
finitos por lo que su unién es finita. Asi X — (AN B) es un conjunto finito,

es decir AN B € Teof.

La topologia del Ejemplo es llamada Topologia Cofinita y se denota

POT Teof-

Seguramente hemos escuchado que 7, = {(a,0) CR:a < b} U{0,R} es
una topologia para R y lo primero que pensamos es que entonces se cumplen
las tres condiciones de la definicién [1.2] ;jEsto es cierto? Veamos el siguiente

ejemplo.
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Ejemplo 1.9. Sea 7, = {(a,b) CR:a < b} U{D,R}. Consideremos a < b <
c<dy (a,b),(c,d) €,
Notemos que (a,b) U (¢, d) ¢ 7,, entonces 7, no cumple la segunda condi-

cién de la definicién [1.2] Por lo que 7, no es una topologfa para R.

Para aclarar el hecho de si 7, del Ejemplo es 0 no una topologia para

R tenemos que ver algunas definiciones.

Definicién 1.10. Sea X un conjunto. Una base para una topologia para
X es una coleccion B de subconjuntos de X que satisfacen las siguientes

condiciones:
1. Para cada z € X, existe B € B tal que x € B,

2. Six € BiN By con By y By elementos de B, entonces existe B € B tal
quexeBgyngBlﬂBg.

Los elementos de B son llamados basicos.

Ejemplo 1.11. Sean (X, 745) un espacio topolégico discreto y B = {{z} :

z € X}. Entonces B es una base para X.

Definicién 1.12. Sean X un conjunto y B una base para una topologia de
X. Se define la topologia 7 generada por B como: U € 7 si para cada

xr €U, existe Be Btalquex € By B CU.

Ejemplo 1.13. Sean n € N y R" el espacio euclideo de dimensién n. Sie > 0

y x € R", se define la bola de radio € con centro en x como

B(r) ={y € R": ||z —y|| < ¢}
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Entonces B = {B.(x) : ¢ > 0y x € R"} es una base para una topologia
de R™.

En efecto, es claro que si x € R", para cualquier ¢ > 0 se tiene que
x € B(z). Por lo que la primera condicién de la definicién de base se satisface.

Ahora supongamos que x € B.(y) N Bs(z) donde e > 0,6 >0y y,z € R".

Definamos v = mm{e_Hy_z”"s_Hz_xH}. Dado que ||y — || < ey ||z —z|| <4, se
tiene que € — ||y — || > 0y § — ||z — z|| > 0, por lo que v > 0.

Sea w € B,(z). Por definicién, ||w — z|| <y < e — ||y — z||. Luego
lw —z|| < e—Ily — =]
Entonces
lw =2 +ly — =[] <e
Esto implica que
lw—z[| + ]z —y[| <e
Por la desigualdad triangular, se sigue que
lw—2z+2x—y|| <e
Concluimos que
lw =yl <e
De donde w € B(y). Ademés, ||w —z|| < v < — ||z — z||. De aqui que
lw—=z[| <0 —|[z =]

Entonces
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lw = z[| + [z —zf] < 0.
Asi, se obtiene que

lw —z[| + [l — 2]] < 6.
Por la desigualdad triangular, se sigue que

lw—2z+x—z| <0.
Por lo tanto
llw—z|| < 6.

Lo anterior implica que w € Bj(z). Con esto hemos demostrado que B, (z) C
B(y) N Bs(z). Cumpliendose la segunda condicién de la definicién de base

para una topologia.

A la topologia generada por la base B del Ejemplo se le llama to-
pologia usual para R".

Sin =1 en el ejemplo[1.13] entonces B = {(z—€,x+€) : x € Ry e > 0},
la cual es la base que genera a la topologia 7, del ejemplo Por eso es que

conocemos a 7, como la topologia usual de R.

Ejemplo 1.14. B = {[a,b) : a,b € R y a < b} es base para una topologia
para R.

Sea x € R. Observemos que z pertenece al intervalo U = [z, z+¢€) € B. Dados
By = [a,b) y By = [¢,d) en B. Supongamos que b < ¢, as{ BN By = (). Ahora
supongamos que a < ¢ < b < d, entonces B; N By = [¢,b) € B. Por ltimo sin

pérdida de generalidad supongamos que B; C Bsy, por lo que B1 N By = By.
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A la topologia generada por la base B del Ejemplo se le llama to-

pologia de Sorgenfrey para R.

Definicién 1.15. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Un subconjunto A de X

es cerrado si X — A es un abierto.
Ejemplos faciles de conjuntos cerrados son:

= Si (X, 7) es un espacio indiscreto, entonces X es un cerrado de (X, 7).

Si (X, 74is) es un espacio discreto y a € X, entonces X — {a} es un

cerrado de (X, 74s).

Si (X, 7) es un espacio de Sierpinsky, entonces {y} es un cerrado de

(X, 1), ver Ejemplo

{0} es un cerrado de ([—1,1],7), ver Ejemplo

{—1} es un cerrado de ([—1,1],7), ver Ejemplo
m (—00,5] U[8,00) es un cerrado de (R, 7,).
= (—o0,—1]U[0,8] U[7,00) es un cerrado de (R, 7).

5
» [0,00) es un cerrado de (R, 7,).
Dado que la definicién de cerrado estd intimamente relacionado con el

concepto de abierto, se tiene un resultado inmediato de éstas definiciones y

de la definicién de topologia, veamos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.16. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y F una familia de

cerrados de (X, T), entonces
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1. 0 y X son cerrados,
2. La interseccion de cualquier familia de elementos de F, estd en F,
3. La union finita de elementos de F, estd en F.
Demostracion. 1. Como X = X —0 y () es abierto, entonces X es cerrado.
Dado que X es abierto y ) = X — X, se tiene que ) es cerrado.

2. Notemos que X — ﬂ F = U (X — F). Para cada F' € F, se tiene

FeF FeF
que X — F' es abierto, luego U (X — F) es un abierto. De aqui que
FeF
X — ﬂ F' es también un abierto. Por lo tanto ﬂ F" es un cerrado.
FeF FeF

3. Consideremos Fy, Fy, ... F, € F. Dado que X — U I = ﬂ(X —F)y
i=1 i=1
X — F; es abierto para cada Fj, se sigue que X — U F; es abierto. Lo

=1
n

cual implica que U F; es un cerrado.
i=1

[]

Definicién 1.17. Un subconjunto A de un espacio X es llamado clopen si

es abierto y cerrado.

Definicién 1.18. Dado un espacio topoldgico (X, 7), definimos el interior

de un conjunto A de X como int(A) = J{U € 7: U C A}.

La siguiente observacion es inmediata de la definicién de topologia y de

la definicién de interior de un conjunto.
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Observacién 1.19. Si A es un subconjunto de X, entonces | J{U € 7: U C

A} es abierto, es decir, int(A) es un conjunto abierto de X contenido en A.

Definicién 1.20. Sea (X, 7) un espacio topolégico, la cerradura del con-
junto A de X se define como cl(A) = ({F C X : F es cerrado en (X,7) y
AC F}.

Asi como el interior de un conjunto resulté ser un conjunto abierto, tam-
bién se tiene que la cerradura de cualquier conjunto es un conjunto cerrado.
Muchas veces se usan equivalencias a la definicién de cerradura de un con-
junto, en esta tesis también ocasionalmente usaremos alguna de las siguientes

equivalencias.

Proposicién 1.21. Sea (X, 1) un espacio topolégico. Para cada A C X las

siguientes condiciones son equivalentes.

1. El punto x pertenece a cl(A).
2. Para todo abierto U que contenga a x, se tiene que, U N A # (.

3. Existe una base local B de x de tal modo que para todo U € B, se
verifica que U N A # (.

La demostracién de la Proposicién se puede consultar en [3, Propo-

sicién 1.1.1, pag. 13].

En la siguiente proposicion enunciaremos algunas propiedades que satis-

facen el interior y la cerradura de un conjunto.

Proposicién 1.22. Sean (X, T) un espacio topolégico y A un subconjunto

de X. Cada una de las siguientes condiciones se cumplen.
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1. int(A) C A Ccl(A).
2. c(cl(A)) = cl(A).
3. int(int(A)) = int(A).
4. int(X —A) =X —cl(A).
5. X —int(A) =cl(X — A).
6. A es un subconjunto abierto de X siy solo si int(A) = A.
7. A es un subconjunto cerrado de X si y solo si A= cl(A).
8. cl(0)=0.
9. int(X)=X.
Demostracion. 1. Resulta de la definicion.

2. C] Sea z € cl(cl(A)), entonces = estd en todo conjunto cerrado de
X que contiene a cl(A) y como A C cl(A), entonces z estd en todo
conjunto cerrado de X que contiene a A. Por lo tanto, z € cl(A).

D] Por el inciso [1| resulta esta contencién.

3. C] Por el inciso |1| resulta esta contencién.
D] Seax € int(A). Por la Observacién int(A) es un conjunto abier-
to de X. Dado que z € int(A) Cint(A), se sigue que x € int(int(A)).

4. C] Sea z € int(X — A), por definicién existe un abierto U tal que x € U
y U C X — A. Asi, U no intersecta a A, por lo que z ¢ cl(A), es decir,
re X —cl(A).



19

D] Sea z € X — cl(A), ast, x ¢ cl(A), entonces existe un conjunto
abierto U tal que x € U y su interseccién con A es vacio, con esto

podemos decir que U C X — A, y por definicién de interior podemos

decir que z € int(X — A). Por lo tanto int(X — A) = X — cl(A).

. C] Sea z € X —int(A), entonces, = ¢ int(A), es decir, cualquier con-
junto abierto V' de X tal que z € V cumple que V ¢ A. Esto im-
plica que V N (X — A) # 0. Por definicién de cerradura se tiene que
e c(X —A).

D] Sea x € cl(X — A). Supongamos que z € int(A), entonces pa-
ra cada abierto U que contenga a z se tiene que U C A. Por lo
que U N (X — A) = (. Lo cual contradice nuestra hipdtesis. Enton-
ces x € X —int(A). Por lo tanto X —int(A) = cl(X — A).

. =] Supongamos que A es un subconjunto abierto de X. Por el inciso
tenemos que int(A) C A. Dado que A es un subconjunto abierto en
X y por definicién de interior tenemos que A C int(A). Por lo que
int(A) = A.

<] Supongamos que int(A) = A. Entonces para cada x € A, existe un
subconjunto abierto U tal que x € U y U C A, con esto se satisface la

definicién y podemos decir que A es un subconjunto abierto de X.

. =] Supongamos que A es un subconjunto cerrado en X. Por el inciso
tenemos que A C cl(A). Por otro lado, como A es cerrado en X y
cl(A) es el conjunto cerrado més pequeno, entonces cl(A) C A, por lo
tanto A = cl(A).

<] Supongamos que A = cl(A), entonces X — A = X — cl(A). Por el
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inciso 2 tenemos que X — cl(A) = int(X — A), pero int(X — A) es un
conjunto abierto. Luego X — ¢l(A) es un abierto, es decir X — A es un

abierto. Por lo tanto A es un subconjunto cerrado.

8. Sabemos que ) es un conjunto cerrado en X. Por inciso |7} se tiene que

cl(0) = 0.

9. Dado que X es un subconjunto abierto de X, el inciso [6] implica que
X = int(X).
m

Conocer como se comportan la cerradura e interior de conjuntos dentro
de un espacio topolégico nos proporciona herramientas esenciales para el
estudio y andlisis de dichos conjuntos. Vedmos una proposiciéon con mas de

estas propiedades.

Proposicién 1.23. Sean (X, T) un espacio topoldgico y, A y B subconjuntos

de X. Cada una de las siguientes condiciones se cumplen.
1. Si A C B, entonces int(A) C int(B).
2. Si A C B, entonces cl(A) C cl(B).
3. cl(ANB) Cc(A)Ncl(B).
4. cdl(AUB) =cl(A)Ucl(B).
5. int(AN B) = int(A) Nint(B).

Demostracion. 1. Sea = € int(A). Por definicién existe un abierto U de
X tal que x € U y U C A. Dado que A C B, se tiene que x € U C B.
Por lo que = € int(B).



21

2. Sabemos que B C cl(B). Asi, A C cl(B). Dado que ¢l(B) es un con-

junto cerrado en X que contiene a A, se tiene que cl(A) C cl(B).

3. Sabemos que ANB C A, por el inciso anterior tenemos que cl(ANB) C
cl(A). Lo mismo pasa con B, por lo que cl(AN B) C cl(B). Con esto
se obtiene que cl(AN B) C cl(A) Ncl(B).

4. Dado que A C AUB y B C AU B, usando el inciso [2| tenemos
que cl(A) Ccl(AUB) y c(B) C cl(AU B). Entonces cl(A) U cl(B) C
cl(AUB). Ahora, por inciso[l]del Teorema [1.22] tenemos que A C cl(A)
y B C cl(B), entonces AU B C cl(A)Ucl(B). Esto es, cl(A)U ) es

c(B
un conjunto cerrado en X que contiene a AU B. Por lo que cl(AUB) C
cl(A) U cl(B).

5. C] Sabemos que int(A N B) Cint(A) e int(AN B) Cint(B), es decir,
int(AN B) Cint(A) Nint(B).
2| Por inciso |1 del Teorema sabemos que int(A) C Ay int(B) C
B, entonces int(A) Nint(B) C AN B. De lo anterior, int(A) N int(B)
es un conjunto abierto en X contenido en A N B. Por lo que int(A) N
int(B) Cint(AN B). Por lo que int(A) Nint(B) = int(AN B).
[

Algunas consecuencias inmediatas que se tienen, y que estaremos utili-

zando en la siguiente seccién se enlistan en el siguiente corolario.

Corolario 1.24. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A un subconjunto de

X. Cada una de las siguientes condiciones se cumplen.

1. int(cl(A)) C cl(A)
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2. int(A) Cint(cl(A))
3. int(A) C cl(int(A))

4. cl(intA) C cl(A).

1.2. Conjuntos abiertos regulares y conjuntos

cerrados regulares

En la seccién anterior vimos ejemplos y propiedades de conjuntos abiertos
y de conjuntos cerrados, en esta seccién presentamos a otro tipo de abiertos
y otro tipo de cerrados, los llamados abiertos regulares y cerrados regulares.
Los abiertos regulares y cerrados regulares proporcionan una vision mas
profunda y refinada de la topologia de los espacios. Ayudan a identificar
conjuntos que son “estables” bajo operaciones de interior y cerradura, lo

cual es util en varias areas de la matematica.

Definicién 1.25. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A un subconjunto
de X. Si A =int(cl(A)), A es llamado abierto regular de X.
De la Observacién se tiene que todo abierto regular es un abierto.

Ejemplo 1.26. Sea (R, 7,,), con 7, la topologia de Sorgenfrey generada
por la base {[a,b) : a,b € Ry a < b}, (ver Ejemplo [L.14)). Si A = [a,)),
entonces A es un conjunto abierto y cerrado de R, por lo que A = int(cl(A)),
es decir, A es un abierto regular.

Ahora tomamos B = (0,1). Notemos que cl(B) = [0,1). Asi int(cl(B)) =
int([0,1)) =[0,1). Por lo que B no es un abierto regular.
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Ejemplo 1.27. Sea 7., la topologia cofinita en un espacio X infinito. Toma-
mos un punto pen X y A = X —{p}. Probaremos que p € cl(A). Sea U € 7.¢
tal que p € U. Entonces existe F' C X finito tal que U = X — F. Supongamos
que UNA = (. Entonces (X — F)N(X —{p}) =0, asi X — (FU{p}) = 0. Por
lo que X = FU{p}, esto contradice el hecho de que X es infinito. Concluimos
que p € cl(A). Con esto cl(A) = X y int(cl(A)) = int(X) = X. Por lo que

A no es un abierto regular.

Ejemplo 1.28. Tomamos A = (0, 1) € 7,. Notemos que A es abierto regular
pues cl(A) = [0,1] y int(cl(A)) = (0,1), por lo que A = int(cl(A)).

Ahorasi B = (0,1)U(1, 2) entonces B no es abierto regular pues cl(B) = [0, 2]
y int(cl(B)) = (0,2), por lo que B # int(cl(B)).

El ejemplo [1.28 nos muestra que:

Observacién 1.29. La union de dos abiertos regulares no necesariamente

es un abierto regular.

El siguiente teorema nos garantiza que la interseccién de dos abiertos

regulares siempre es un abierto regular.

Teorema 1.30. Si A, B son abiertos requlares en un espacio (X, T), entonces

AN B es abierto reqular de X .

Demostracion. Mostraremos que AN B = int(cl(AN B)).

C| Por inciso |1 del Teorema sabemos que ANB C cl(ANDB)y
ANB=int(AN B) Cint(cl(AN B)).

D] Sabemos que cl(A N B) C cl(A) N cl(B). De esto se sigue que
int(cl(AN B)) C int(cl(A) N cl(B)). Por el inciso [f de la Proposicién [1.23)]
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int(cl(A) Nel(B)) = int(cl(A)) Nint(cl(B)) = AN B. Ast int(cl(AN B)) C
ANB.
Por lo tanto AN B = int(cl(AN B)). O

En la literatura es bien conocido que si V' es un subconjunto de un es-
pacio topoldgico y W es un abierto, entonces VN W es un abierto de V.
Mas informacion de estos abiertos, llamados abiertos relativos, se puede en-
contrar en [4]. Si desearamos escribir un resultado analogo al mencionado

anteriormente, pero con abiertos regulares deberia ser:

“Si V' es un abierto en un espacio (X, 7) y W es un abierto regular de

(X, 1), entonces V N'W es un abierto regular.”

Sin embargo, esto no es cierto. Para ello, sean (R,7,), W = (0,2) y
V =(0,1) U (1,2). Notemos que W es abierto regular y V' es abierto, pero
W NV =V no es abierto regular de (R, 7,).

La siguiente proposicién nos dice como podemos generar abiertos regula-

res en cualquier espacio topologico.

Proposicién 1.31. Si V' es un abierto en un espacio (X, ), entonces W =

int(cl(V')) es un abierto reqular tal que V.C W C cl(V).

Demostracion. Como int(cl(V)) C cl(V), se sigue que W C cl(V). Ahora
demostremos que V' C W. Como V' C cl(V) entonces int(V') C int(cl(V)),

pero V = int(V) pues V € 7, por lo que V Cint(cl(V')). Hemos demostrado
que VCW Ccl(V).
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Para demostrar que W es un abierto regular tenemos por un lado que
W = int(cl(V)) C cl(V), entonces cl(W) C cl(cl(V)) = cl(V) y con esto
int(cl(W)) Cint(cl(V)), es decir, int(cl(W)) C W.

Dado que hemos probado que V' C W, se sigue que cl(V') C cl(W) enton-
ces int(cl(V')) C int(cl(W)), con esto W C int(cl(W)). Por lo tanto W es

un abierto regular. ]

La definicién que enunciamos a continuacién esta intimamente relaciona-
da con los espacios hiperconexos y en los espacios hiperconexos sélo existen

dos abiertos regulares, pero no nos adelantemos més y vayamos paso a paso.

Definicién 1.32. Un conjunto A de un espacio (X, 7) es denso en X si

cl(A) = X.
Un ejemplo muy basico de conjunto denso es el siguiente.

Ejemplo 1.33. Notemos que I, el conjunto de los nimeros irracionales, sa-

tisface que ¢l(I) = R por lo que I es un conjunto denso de (R, 7).

Ejemplos de conjunto no densos en un espacio topoldgico son los siguien-

tes.

Ejemplo 1.34. Sea X un conjunto infinito dotado con la topologia cofinita
T.of- Notemos que para cualquier subconjunto infinito A, se tiene que cl(A) =
X y si A es un conjunto finito, entonces cl(A) = A. Con esto vemos que los

unicos subconjuntos densos de X son sus subconjuntos infinitos.

Ejemplo 1.35. Sea X = {a,b,c}, con la topologia discreta, todos los sub-

conjuntos propios no vacios no son densos.
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Ahora presentamos la definicion de espacio hiperconexo.

Definicién 1.36. Un espacio (X, 7) es hiperconexo, si todo abierto no

vacio es denso.

Parece fécil la definiciéon de hiperconexo verdad?. Como siempre después

de una definicién, vamos con ejemplos.

Ejemplo 1.37. Sean X = {x,y} y 7 = {0, {z}, X}. El espacio de Sierpinsky,
(X, 7) es hiperconexo ya que si tomamos a {z}, se tiene que cl({z}) = X,
es decir, {x} es denso, y claramente {x} es un abierto no vacio. Por lo que

(X, 7) es hiperconexo.

Ejemplo 1.38. Sean X = {0,1,2} y7={U C X : 1 ¢ U}U{X}. El espacio
(X, 7) no es hiperconexo, dado que {0} € 7y cl({0}) = {0, 1}.

Ejemplo 1.39. Sea (X, 7.y) con X infinito. Del argumento presentado en
Ejemplo se sigue que los abiertos son densos. Por lo tanto, (X, 7.f) es

hiperconexo.

El siguiente teorema nos dice cuales son los tnicos abiertos regulares que

tiene un espacio hiperconexo.

Teorema 1.40. Si (X,7) es un espacio hiperconexo entonces los tnicos

abiertos requlares son () y X.

Demostracion. Sea U € 7 tal que U es abierto regular y U # (). Como U
es denso tenemos que cl(U) = X. Del hecho de que U es abierto regular, se

tiene que U = int(cl(U)) = int(X) = X, por lo tanto U = X. O
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Asi como regularmente se definen los conjuntos cerrados después de los
conjuntos abiertos, de la misma manera se pueden considerar a los conjuntos

cerrados regulares.

Definicién 1.41. Sea (X, 7) un espacio topolégico y A un subconjunto de

X. Si A=cl(int(A)), A es llamado cerrado regular de X.

Es claro de la definiciéon de cerrado regular que todo cerrado regular es

un conjunto cerrado.

Ejemplo 1.42. Sea (R, 7,). Tomamos A = [0, 1], tenemos que int(A) = (0, 1)
y cl(int(A)) = [0, 1]. Por lo que A es cerrado regular. Ahora si B = [0,1] U
[2, 3], entonces int(B) = (0,1) U (2,3) y cl(int(B)) = B. Por lo que B es
cerrado regular. Por 1ltimo tomemos C' = {0}. Observemos que x € int(C)
si y sélo si existe € > 0 tal que (z — e,2 + €) C C. Entonces int(C) = 0.

Ademés cl(int(C)) = 0 y asi podemos decir que C no es cerrado regular.

Anélogamente a la Proposicién tenemos un resultado con cerrados

regulares el cual enunciamos y demostramos a continuacién.

Proposicién 1.43. Si F' es un conjunto cerrado en un espacio (X, T), en-

tonces U = cl(int(F)) es un cerrado reqular tal que int(F) CU C F.

Demostracidn. Por el inciso[l|del Teoremal[l.22]tenemos que int(F) C cl(int(F)),
es decir, int(F) C U. Nuevamente por el Teoremal[l.22]tenemos que int(F) C

F, entonces cl(int(F)) C cl(F) = F, asi U C F. Finalmente, probaremos
que U es cerrado regular, es decir, cl(int(U)) = U

C| Dado que U C F, se tiene que int(U) C int(F), de esto, cl(int(U)) C
c(int(F)) =U.
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2] Como int(F) C U, se sigue que int(int(F)) Cint(U). Mas ain, sabemos
que int(int(F)) = int(F), por lo que int(F) C int(U). Lo anterior implica
que cl(int(F)) C cl(int(U)), es decir, U C cl(int(U)).

Por lo tanto cl(int(U)) = U. O

Un conjunto es cerrado si su complemento es abierto, en el siguiente
teorema tenemos un resultado similar, pero con abiertos regulares y cerrados

regulares.

Teorema 1.44. Si A es un abierto reqular en un espacio (X, T), entonces

X — A es un cerrado reqular de X.

Demostracion. Dado que A es un abierto regular, A = int(cl(A)), entonces
X —A=X—(int(cl(A))) = (X — cl(A)) = cl(int(X — A)). Por lo tanto
X — A=cl(int(X — A)), es decir, X — A es cerrado regular de X. O

El siguiente corolario es un resultado inmediato de los Teoremas y
.44

Corolario 1.45. Si (X, 7) es un espacio topolégico hiperconezo, entonces los

inicos subconjuntos cerrados requlares de X son () y X.
Por el Teorema [1.40|y el Corolario [1.45]se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.46. Si (X, T) es un espacio topoldgico hiperconexo, entonces los

Uunicos subconjuntos que son abiertos requlares y cerrados requlares de X son

0Dy X.

El siguiente resultado es consecuencia de las definiciones de abierto, ce-

rrado, abierto regular y cerrado regular.
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Corolario 1.47. Cualquier clopen es abierto reqular y cerrado reqular.

Demostracion. Sea A un clopen de un espacio X. Sabemos que cl(A) = A
pues A es clopen y int(cl(A)) = int(A) = A. Por lo que int(cl(A)) = A. De

manera similar se demuestra que todo clopen es cerrado regular. O

Definicién 1.48. Sea (X, 7) es un espacio topoldgico. Si A C X es un abierto

regular y un cerrado regular de X diremos que A es un clopen regular.

Anteriormente hemos comentado que todo abierto regular es un conjunto
abierto y todo cerrado regular es un conjunto cerrado, por lo que se tiene la

siguiente observacion.
Observacién 1.49. Todo subconjunto clopen regular es abierto y cerrado.

Un resultado interesante relacionado con el Corolario y con la defi-

nicion de clopen es el siguiente.

Teorema 1.50. Sea (X, T) es un espacio topoldgico. Si los unicos subconjun-

tos de X que son clopen requlares son ) y X, se tiene que X es hiperconezo.

Demostracion. Sea A un subconjunto abierto de X no vacio. Por la Pro-
posicién sabemos que A C int(cl(A)) y que int(cl(A)) es un abierto
regular. Por hipdtesis se tiene que int(cl(A)) = 0 o int(cl(A)) = X. Como
) # A C int(cl(A)), entonces int(cl(A)) = X, es decir, A es un conjunto

denso. Por lo que X es hiperconexo. ]

El Teorema es analogo a la definicién de espacios conexos que enun-

clamos a continuacion.
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Definicién 1.51. Un espacio topoldgico (X, 7) es conexo si y sélo si los

tinicos subconjuntos abiertos y cerrados de X son 0 y X.
Ahora veamos otra definicién relacionada a la conexidad de un conjunto.

Definicién 1.52. Un espacio (X,7) es extremadamente disconexo si

para todo A € 7, cl(A) € 7.

Corolario 1.53. 5i X es un espacio hiperconexo, entonces X es extremada-

mente disconexo.

Demostracion. Sea A un abierto no vacio. Como X es hiperconexo, entonces

cl(A) = X. Claramente X es abierto, lo cual implica que cl(A) es abierto. [

El regreso del Corolario no necesariamente es cierto, es decir, no
todo espacio extremadamente disconexo es hiperconexo. Veamos el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.54. Sea X = {0, 1}. Probaremos que (X, 745) es extremadamen-
te disconexo, pero no es hiperconexo.

La topologia discreta es de la siguiente forma 74, = {0,{0},{1},{0,1}}.
Notemos que para todo A € 744, cl(A) = A, es decir, cl(A) € 7y, Por
lo que (X, 74s) es extremadamente disconexo. Por otro lado (X, 74,) no es

hiperconexo, pues cl({0}) = {0} # {0, 1}.

Sin embargo, si a la condicién de extremadamente disconexo le sumamos

que el espacio sea conexo, entonces tenemos que el espacio es hiperconexo.

Proposicién 1.55. Si (X, 7) es un espacio extremadamente disconexo y co-

nezxo, entonces (X, T) es hiperconezo.
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Demostracion. Sea U un conjunto abierto no vacio. Como X es extremada-
mente disconexo, ¢l(U) es un abierto, es decir, ¢/(U) es un clopen. Dado que
X es conexo y cl(U) # 0, se tiene entonces que cl(U) = X. Con lo cual U es
denso. [



32



Capitulo 2

Otras Topologias

En el estudio de los espacios topoldgicos, uno de los objetivos es enten-
der cémo se pueden modificar o refinar las topologias para obtener ciertas
propiedades deseadas. Una herramienta 1til en este contexto es la topologia
de semirregularizacién. Esta topologia proporciona una forma de modificar
una topologia existente para lograr una topologia que sea mas manejable o
que cumpla con ciertos criterios de regularidad, sin cambiar demasiado la

estructura original del espacio.

2.1. Topologia de Semiregularizacion

Definicién 2.1. Sean 77 y 75 topologias para X. Diremos que 71 es mas

gruesa que 7y si 1 C 7o.

Teorema 2.2. La familia de subconjuntos abiertos requlares de un espacio
topoldgico (X, T) es una base para una topologia para X que es mds gruesa

que T.

33
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Demostracion. Primero veamos que cada punto de X estd contenido en al
menos un conjunto de la base. Notemos que X es un abierto regular, es decir,
para cualquier x € X, x esta contenido en al menos un abierto regular.

Por el Teorema [1.30]1a interseccién de dos abiertos regulares es un abierto
regular, por lo que la familia de subconjuntos abiertos regulares de un espacio
topoldgico (X, 7) es una base para una topologia para X.

Ahora, cada abierto regular de X es un elemento de 7. Esto implica que
cada elemento de la base es un elemento de 7. Por lo tanto, la topologia
que tiene por base la coleccion de los subconjuntos abiertos regulares es mas

gruesa que T. O

Mostraremos que la contencién entre las topologias del teorema anterior

puede ser propia.

Ejemplo 2.3. Sea X = {(z,y) € R* : y > 0}. Sea A un subconjunto no
vacio de X y (z,y) € A. Diremos que (x,y) es un punto interior de A si y > 0
y existe € € (0,y) tal que (z —e,z+¢) x (y—e,y+¢) C A, obieny =0
y existe ¢ > 0 tal que {(z,y)} U ((x — e,z +¢) x (0,¢)) C A. Diremos que
A € 7 si cada uno de sus puntos es interior de si mismo. La topologia 7 es
conocida como la topologia del medio disco.

Sea d >0y W = {(0,0)} U (—6,0) x (0,9). Probaremos que cl(W) =
[—9,d] x [0,4].

Primero, para ver que [—6,0] x {0} C cl(W), sea z € [=§,d] y € > 0.
Tenemos que V. = {(z,0)} U ((z — ¢,z 4+¢) x (0,£)) es un abierto de X que
contiene a (z,0). Tomemos w € (z — &,z + &) N (=4,0) y A = 2 min{d,e}.
Entonces (w, A) € W N V.. Esto demuestra que (z,0) € cl(W).
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Ahora, para ver que [—d,0] x {6} C cl(W), sea z € [=§,8] y € > 0.
Entonces V. = (z —¢,2+¢) x (§ —&,0+¢)) es un abierto de X que contiene a
(2,0). Seaw € (z—¢,z4+¢)N(—0,8) y A = 1 min{d,c}. Entonces (w,d—\) €
W N V.. Esto demuestra que (z,0) € cl(W).

Solo hace falta ver que [—4, 0] x (0,9) C cl(W). Sean (z,y) € [—6,0]x(0,9)
y € > 0. Entonces V. = (z—e,x+¢) X (y—¢,y+¢) es un abierto que contiene
a (z,y). Sean wy € (x —e,x+¢e)N(=0,0) y wa = (y — &,y +¢) N (0,9), se
tiene entonces que (wq,wy) € V. NW.

Por lo tanto, hemos demostrado que cl(W) = [—4,6] x [0, ¢].

Sear >0y Q= [—r,r] x[0,r]. Probaremos que int(Q) = (—r,r) x [0,7).

Vamos a probar primero que (—r,r) x {0} C int(Q). Sea © € (—r,r) y
0 <& < 5. Notemos que V. = {(2,0)} U ((z —€,2+¢) x (0,¢)) es un abierto
de X que contiene a (z,0) € @) y por construccién V. C Q. Lo que muestra
que (—r,7) x {0} C int(Q).

Ahora probemos que (—r,7)x (0,7) C int(Q). Sean (z,y) € (—r,r)x(0,7)
y0<e< W Tomemos V. = (x — e,z +¢) X (y — e,y + ¢). Es claro
que V. es un abierto que contiene a (z,y) y por construccién se tiene que
V. € Q. Lo que nos lleva a tener que (—r,7) x (0,7) C int(Q).

Por lo anterior, si U es un abierto regular que contiene a (0,0), entonces
existe t > 0 tal que (—t,t) x [0,t) C U.

Definimos B = {(0,0)} U ((—1,1) x (0,1)). Notemos que B € 7y si D
es un abierto regular de X que contiene a (0,0), entonces D — B # (). Por
lo tanto B no pertenece a la topologia que tiene por base a los conjuntos

abiertos regulares.

La Topologia del medio disco tiene propiedades muy interesantes que se
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(2,9) X
Figura 2.1: Basicos de la Topologia del medio disco.

pueden consultar en [11].

Definicién 2.4. La topologia garantizada por el Teorema es llamada

topologia de semiregularizacién de (X, 7) y se denotard por 5.

Definicién 2.5. Un espacio topoldgico (X, 7) es semirregular si y sélo si

los conjuntos abiertos regulares forman una base para la topologia 7.
Un ejemplo facil de un espacio semirregular es el siguiente.

Ejemplo 2.6. En el Ejemplo vimos que B = {[a,b) : a,b € Ry a < b}
es base para Ty, sobre R, y en el Ejemplo probamos que los elementos

de B son abiertos regulares, por lo que (R, 75,) es semiregular.

Teorema 2.7. La familia de los subconjuntos clopen de un espacio topoldgico
(X, 1) es base para una topologia para X que es mds gruesa que la topologia

de semireqularizacion 15 para (X, T).

Demostracion. Sea B = {A C X : A es clopen}. Del hecho que X € B, se

tiene que cada elemento de X pertence a algin elemento de B. Ahora, sean
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A, BeByxze AN B. Dado que AN B € B, se tiene que A N B contiene a
un elemento de B que contiene a .

Ahora, sea C = {U C X : U es abierto regular}. Se tiene que C es base
para 7. Del hecho que B esta contenido en C, se sigue que la topologia

generada por B es més gruesa que ;. ]

Los espacios semirregulares tienen cierta relaciéon con los espacios regula-
res, pero para definir a los espacios regulares primero debemos saber qué es

un espacio 77, asi que empecemos por conocer a los espacios 7.

Definicién 2.8. Un espacio topoldgico X es T} si para cualesquiera puntos
distintos x y y de X, existen subconjuntos abiertos U y V de X, tales que
xeU—-VyyeV -U.

Veamos a continuaciéon un ejemplo de un espacio 7.

Ejemplo 2.9. Sea X = [0,1] x [0,1], con la topologia 7 generada por
{(a,b) x (c,d) C[0,1] x [0,1] : a < by ¢ < d}. El espacio (X, 7) es T}.
Sean (z1,y1) v (z2,y2) en X distintos. Sin perdida de generalidad supon-

lzizzal - consideremos

gamos que r1; # o, de esto x1 — xo # 0. Sea € =
U= (r1—€x;+€) x[0,1] yV = (23 — €,29 + €) x [0,1]. Veamos que
(z1,y1) € U — V. Claramente (x1,y;) € U. Ahora supongamos que (z1,y;) €

€ = w, es decir, |z, 29| < |’“”13i2| Lo cual es una

V. Entonces |1, z3| <
contradiccién, por lo tanto, (z1,y1) ¢ V. Anédlogamente, (xq,1y2) € V — U.

Por lo tanto (X, 7) es T7.

Definicién 2.10. Un espacio topolégico X es un espacio regular o Tj si

satisface las siguientes condiciones:
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1. X es un espacio T7.

2. para cualquier /' C X cerrado y x € X — F existen conjuntos abiertos

ajenos Uy V talesquex e Uy FCV.

Ya vimos en el Ejemplo 2.9(que [0, 1] X [0, 1] es T}, asi que aprovecharemos

este hecho para dar un ejemplo de un espacio regular.

Ejemplo 2.11. Para ver que [0,1] x [0,1] es T3 basta con demostrar el
segundo punto de la definicién.

Sean F' C X cerradoy = = (z,y) € X — F. Dado que X — F' es abierto existe
e € (0,1], tal que, (r —e,x+¢€) X (y — €,y + €) C X — F. Observemos que
(x—50+5)x(y—5,y+5) € X —F. Porotro lado, [z — 5,04+ %] x [y —

%y + %] es un conjunto cerrado contenido en X — F. Asf, X — [x — %,z +

2¢
3

X —le=FaetFxly-Fy+5)n@-fo+5)xy-§y+5 =0

] X [y — %,y + 3] es un conjunto abierto que contiene a F'y es tal que

Por lo tanto (X, 7) es un espacio T3.

Sélo por el nombre de las definiciones de espacio regular y espacio se-
mirregular podriamos pensar que hay una relacién entre ambos espacios, y

efectivamente. Veamos la siguiente proposicion.
Proposicién 2.12. Cualquier espacio reqular es semiregular.

Demostracion. Sean (X, 7) un espacio regular, A € 7y z € A. Como (X, 7)
es un espacio regular, existen abiertos U y V ajenos, tales que, x € U y
X — A C V. Por Proposicién se tiene que int(cl(U)) es un abierto
regular y U C int(cl(U)). De aqui = € int(cl(U)).
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Notemos que como U C X —V y X—V es cerrado, entonces cl(U) C X V.
Dado que X —V C A, se sigue que cl(U) C A. Asi, int(cl(U)) C int(A) C A.
Hemos demostrado que = € int(cl(U)) € A. Por lo que (X, 7) un espacio

semiregular. m

El regreso de la Proposicion no necesariamente es cierto, es decir, no

todo espacio semiregular es regular. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.13. Supongamos que (0*,0*) ¢ R% Sea X = R* U {(0*,0%)}.
Sea A un subconjunto de X y sea (x,y) € A. Diremos que (z,y) es un
punto interior de A si (z,y) € R? — {(0,0)} y existe € > 0 tal que (0,0) ¢
(x—e,x+e)x (y—¢,y+e) y (x—e, x+e) X (y—e,y+e) C A, o bien (z,y) = (0,0)
y existe € > 0 tal que (—¢,¢) x (0,e) C A, o bien (z,y) = (0*,0*) y existe
e > 0 tal que (—¢,¢) x (—¢,0) € A. Diremos que A € 7 si cada uno de
sus puntos es un punto interior de A. La topologia 7 es conocida como la
topologia de doble origen.

Notemos que la topologia del subespacio abierto R? — {(0,0)} del espacio
(X, 7) coincide con la topologia usual. Asi, si (p,q) € R? —{(0,0)}, entonces
{(p, @)} es un subconjunto cerrado de X; y para cada (z,y) € R*—{(0,0)} y
para cada subconjunto abierto W de X, existe un subconjunto abierto V' de
X contenido en R?—{(0,0)} tal que (x,y) € V C cl(V) C W —{(0,0)} C W.

Para probar que (X, 7) es T, basta mostrar que {(0,0)} y {(0*,0%)} son
subconjuntos cerrados de X.

Primero demostremos que {(0,0)} es cerrado. Basta demostrar que X —

{(0,0)} es abierto, es decir, tenemos que demostrar que cada punto (x,y) €

(R? — {(0,0)}) U{(0*,0*)} es interior.
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Supongamos que (z,y) = (0*,0*). Como R? — {(0,0)} es un abierto con
la topologfa usual, existe € > 0 tal que (—¢,) x (—¢,0) € R? —{(0,0)}, esto
indica que (0*,0%) es un punto interior de X.

Ademds, cada punto (x,y) € R? — {(0,0)} es punto interior ya que aqui
la topologia del doble origen coincide con la topologia usual de R2. Por lo

tanto, {(0,0)} es cerrado.

Ahora mostraremos que {(0*,0*)} es cerrado, probando que R? es abierto
en X. Si (z,y) € R?—{(0,0)} es claro que (x,y) es punto interior ya que aqui
tenemos a la topologia usual. Solo falta mostrar que (0,0) es punto interior,
pero esto es facil ya que para cualquier € > 0 se tiene que (—¢,¢) x (0,¢) C R?,
lo cual por la definicién de conjunto abierto con la topologia del doble origen,
se tiene que (0,0) es punto interior. Por lo tanto, {(0*,0*)} es un conjunto

cerrado.

Sea ¢ > 0. Definimos W5 = {(0,0)} U ((—6,6) x (0,6)) Mostraremos que
c(Ws) = [—0, 4] x [0, 9].

Primero probaremos que [—d,d] x {0} C cl(Ws). Sea (z,0) € ([—0,0) U
(0,0]) x {0}. Sea 8 > 0, entonces V3 = (x — B,z + ) x (=5,5) es un
abierto de R? tal que (x,0) € V3 y como en R? — {(0,0)} la topologia de X
coincide con la topologia usual, entonces V3 N Wy # 0. Por lo tanto (z,0) €
cl(Ws). Ademés, como (0,0) € Wy, se sigue que (0,0) € cl(Ws). Por lo que
[—4,0] x {0} C cl(Ws).

Ahora mostraremos que [—§, 6] x {6} C cl(W5s). Sea (x,0) € [—0,0] x {0}.
Tomemos 3 > 0y Vy = (z — B,z + ) x (0 — 8,9 + B) un abierto de X.
Notemos que (z,0) € V3. Dado que (z,0) € R?* — {(0,0)}, V3 es un abierto

con la topologia usual, por lo que V3NW; # 0. Mostrando que (z,0) € cl(Ws).
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Solo falta probar que {—0} x [0, 9] C cl(Ws) y {0} x [0, 9] C cl(W5s), lo cual se
prueba de manera andloga a cuando demostramos que [—4, §] x {0} C cl(Ws)
y [—0,6] x {0} C cl(W5). Por lo que concluimos que cl(Ws) = [—4, ] x [0, J].

Sea A > 0. Definimos C) = [—A, A\] x [0, A]. Probaremos que int(C)) =
{(0,0)} U (=X, A) x (0, ).

Sea (x,y) € (=, A)x (0, \)U{(0,0)}. Por demostrar que (z,y) € int(Cl).
Si(x,y) € (=, A) x (0,\), entonces (z,y) # (0,0) por lo que (z,y) es un
punto interior de C'y con la topologia usual y por lo tanto también con la
topologia del doble origen. Ahora, si (z,y) = (0,0), entonces V) = (=, \) x
(0,A\) es un abierto de X tal que V), C C)\. Asi (0,0) € int(Cy). Luego,
{(0,0)} U (=X, A) x (0,A) Cint(Cy).

Ahora demostremos la otra contencién. Sea (x,y) € int(C)), entonces
(z,y) # (0,0) ya que ningun abierto de la forma (—v,~) x (—v,0) se queda
contenido en C). Por otro lado, sea ¢ > 0 y V. un abierto de (z,y) tal que
V. C Cy. SiVy = (—¢,¢) x (0,¢), entonces (z,y) = (0,0). Supongamos que
V.=(r—c,x+¢e)x (y—e,y+e),entonces — A< zr—e<zr<z+e<Ay0<
y—e <y <y+e <A Locual implica que =\ <z < Ay 0 <y < A, es decir,
(z,y) € (=X, A) x (0, A). Concluimos que int(Cy) = {(0,0)}U (=X, ) x (0, A).

De lo anterior, para cada ¢ > 0, el abierto {(0,0)} U (—¢,¢) x (0,¢) de
X es abierto regular. Similarmente, para cada € > 0, el abierto {(0*,0*)} U
(—e,e) x (—&,0) de X es abierto regular. Por lo tanto, X es semiregular.

Para demostrar que X no es regular, sea F' = c[({(0,0)}U(—1,1) x (0, 1)).
Tenemos que F' es un subconjunto cerrado de X tal que (0*,0%) ¢ F. Sea U
un abierto béasico de X tal que (0%,0%) € U, entonces existe € > 0 tal que

U = (—¢,e) x(—&,0). Si V es un abierto bésico de X tal que F' C V, entonces
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existe A > 0 tal que [—1,1] x [0,1] € (=1 =X, 14+ ) x (=, 1+ X). Notemos
que [(—1 =X\ 1+ X) x (=\, 1+ N)]N[(=¢,¢) x (—¢,0)] # 0, lo que nos lleva

a que X no es regular.

Ahora veamos otro ejemplo de un espacio que es semiregular pero no

regular.

Ejemplo 2.14. Sea X = {0, 1} con la topologia indiscreta. Veamos que X
es semiregular, pero no regular.
Dado que () y X siempre (en cualquier espacio topoldgico) son abiertos regu-
lares y en este caso 7 = {(), X'}, entonces claramente X tiene una base para
su topologia compuesta por abiertos regulares, es decir, X es semiregular.
Veamos que (X, 7) no es T;. Supongamos que si lo es, es decir para dos
elementos de X, en este caso 0 y 1 existen U y V tal que 0 € U — V' y
1 € V — U. Esto es una contradiccién puesto que el tinico abierto donde

pueden estar ambos puntos es X. Por lo tanto (X, 7) no es regular.

2.2. Quasi-topologia

Definicién 2.15. La topologia garantizada por el Teorema es llamada

quasi-topologia para (X, 7) y se denotard por 7.

Para entender un poco més de la quasi-topologia veamos una definicién

y un teorema que nos relaciona a la quasi-topologia con espacios conocidos.

Definicién 2.16. Un espacio (X,7) es 0-dimensional o de dimensién

cero si B={B C X : B es un clopen} es una base para 7.
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Dos ejemplos de espacios de dimensién cero son: (X, 7) con 7 la topologia
de Sierpinsky y (X, 745) con X el conjunto de Cantor.
La relacién entre los espacios de dimensién cero y la quasi-topologia esta

en el siguiente teorema.

Teorema 2.17. Un espacio topolégico (X, T) es de dimension cero si y sélo

81Ty =T.

Demostracion. =] Supongamos que (X, 7) es de dimensién cero. Sabemos
que 7, C 7, ¥ 75 C 7 por lo que 7, C 7. Ahora del hecho de que (X, 7) es de
dimensién cero, existe una base B, de conjuntos clopen para 7. Por lo que la
coleccién de conjuntos clopen es una base para 7. Por lo tanto 7 C 7.

<] Por otro lado supongamos que 7, = 7. Sabemos que 7, tiene como base
a la familia de todos los clopen de (X, 7) entonces (X, 7,) es de dimensién

cero. Ademds, 7, = 7 por lo que (X, 7) es de dimensién cero. O

El siguiente teorema relaciona varios de los conceptos que hemos traba-
jado hasta ahora, ademas que nos dice bajo qué condiciones los cerrados

regulares y abiertos regulares resultan ser conjuntos clopen.

Teorema 2.18. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes afirmacio-

nes son equivalentes.
1. (X,7) es extremadamente disconezo.
2. Todo abierto regqular de (X, T) es clopen.

3. Todo cerrado regular de (X, T) es clopen.

4. Tqg = Ts.
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Demostracion. 1) = 2) Supongamos que (X, 7) es extremadamente discone-
x0. Sea A € T un abierto regular, veamos que A es cerrado. Como cl(A) € T,
entonces int(cl(A)) = cl(A), pero A = int(cl(A)) asi A = cl(A), por lo que

A es clopen.

2) = 1) Supongamos que todo abierto regular es clopen y sea V € 7.
Hay que demostrar que cl(V') € 7. Sea W = int(cl(V')). Sabemos que W es
abierto regular de X y por lo tanto clopen. Como V' C int(cl(V)) C cl(V),
entonces cl(V') C cl(in(cl(V))) C cl(cl(V)) = (V). Dado que int(cl(V)) es
clopen, cl(int(cl(V))) = int(cl(V)), con esto cl(V') C int(cl(V)) C cl(V). Por
lo tanto cl(V') = int(cl(V)) y con finalmente podemos concluir que (X, 7) es

extremadamente disconexo.

2) = 3) Supongamos que todo abierto regular de (X, 7) es clopen. Sea
F C X cerrado regular. De esto, X — F' es abierto regular, por lo que X — F
es clopen, entonces, X — F = cl(X — F), asi X — F = X —int(F). Por lo
tanto F' = int(F'), es decir, F' es clopen.

3) = 2) Ahora supongamos que todo cerrado regular de (X, 7) es clopen.
Demostraremos que todo abierto regular es clopen, Sea A C X abierto regu-
lar. De aqui que, X — A es cerrado regular. Por hipdtesis, X — A es clopen,
entonces, X — A = int(X — A). Luego, X — A = X — cl(A). Por lo tanto
A = cl(A), es decir, A es clopen.

2) = 4) Veamos que 7, C 7,. Basta demostrar que {A C X : A es clopen}

es una base para 7. Sea B € 7, y b € B. Entonces existe un abierto regular

U de (X, 1) tal que b € U C B. Por hipdtesis se tiene que U es clopen. Luego
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se tiene que B € 7.
4) = 2) Sea A un abierto regular de X. Por demostrar que A es clopen,

o bien, A es cerrado. O

Y para finalizar esta seccion tenemos un resultado inmediato del Teorema

AR

Corolario 2.19. Si (X, 7) es semirreqular y de dimension cero, entonces

(X, 1) es extremadamente disconezo.

Demostracion. Dado que (X, 7) es semiregular, se tiene que 7 = 7, y como
(X, 7) es de dimensién cero, entonces 7 = 7, por lo que 7, = 7,. Asi (X, 7)

es extremadamente disconexo. O]

2.3. Topologia )-cociente

En las secciones anteriores vimos un poco de la topologia de semirregula-
rizaciéon, de la quasi-topologia y de como se relacionan, en esta seccion vamos

a conocer la topologia d—cociente.

Definicion 2.20. Decimos que G es un conjunto é-abierto de un espacio
X, si para cada x € G, existe un abierto regular H de X tal que x € H C G.
Se dice que el conjunto M es d-cerrado de X si es el complemento de un
conjunto d-abierto de X. En otras palabras, G es un d-abierto de X si y sélo

si G € T,.

No es dificil ver que todo conjunto abierto regular es d-abierto y todo

cerrado regular es d—cerrado.



46

Observacién 2.21. Veamos que no todo d—abierto es un abierto regular.
Por ejemplo, claramente U = (0,1) U (1,2) es un d—abierto, pero no es
un abierto regular. De la misma manera no todo d—cerrado es un cerrado

regular.

Ya vimos que la interseccién de un abierto con un abierto regular no
siempre resulta ser un abierto regular, la siguiente observacion es analoga

pero con abiertos regulares y d—abiertos.

Observacién 2.22. Sabemos que V' = (0,1) U (1,3) es un d—abierto y
W = (0,2) es un abierto regular. Sin embargo, VN W = (0,1) U (1,2) no
es un abierto regular. Por lo que podemos decir que, en general: Si V' es un
d—abierto en un espacio (X, 7) y W es un abierto regular de (X, 7), entonces

V' N W no necesariamente es un abierto regular.

Definicién 2.23. Sea f : (X,7x) — F una funcién. La topologia en F'
para la cual un subconjunto A C F es abierto si y s6lo si f~!(A) es d-abierto

en X es llamada la topologia -cociente.
Notemos que la topologia d-cociente siempre depende de f.

Proposicién 2.24. Sea f : (X,7x) — F una funcion. Un subconjunto
B C F es cerrado en la topologia §-cociente si y sélo si f~1(B) es §-cerrado

en X.

Demostracion. Supongamos que B C I, B es cerrado en la topologia 9-
cociente por lo que F — B es abierto en la topologia d-cociente, entonces
f~Y(F — B) es d-abierto en X, es decir, X — f~!(B) es §-abierto en X, por
lo que f~!(B) es d-cerrado en X. O
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Mostramos algunos ejemplos de topologias d-cocientes.
Sea X = [—1,1]. Dotamos a X con la sigiente topologia
x ={AC[-1,1]:0¢ Ao (—1,1) C A}.
Para los siguientes ejemplos ocuparemos este espacio topoldgico por lo que

considero importante analizar los abiertos regulares.
Lema 2.25. SiU € 7x — {{—1,1},{1},{—1}}, entonces 0 € cl(U)

Demostracion. Sea U € 7x — {{—1,1},{1},{—-1}} y V € 7x, tal que 0 € V|
es claro que si 0 € U, entonces 0 € cl(U). Supongamos que 0 ¢ U. Dado
que U ¢ {{—1,1},{1},{—1}}, existe z € (=1,0) U (0,1) tal que = € U. Del
hecho que (—1,1) C V, se sigue que VN U # (). Por lo que 0 € cl(U) ]

Lema 2.26. Si U € 7x — {{—1,1}, {1}, {—1}}, entonces cl(U) = U U {0}

Demostracion. Del Lema se sigue que UU{0} C cl(U). Sea x € cl(U) —
{0}. Del hecho que {z} € Tx, se tiene que =z € U. O

Observacién 2.27. Notemos que cl({—1,1}) = {-1,1}, cl({-1}) = {-1}
y d({1}) = {1},
Lema 2.28. SiU € ri_y.—{(—1,0)U(0, 1), [~1,0)U(0, 1), (—1,0)U(0, 1], [-1,0)U

(0,1]} entonces int(cl(U)).

Demostracion. Sea U € 1-11 — {(—1,0) U (0,1),[-1,0) U (0,1),(—1,0) U
(0,1],[-1,0)U(0,1]}. Del Lema 2.26/se sigue que (—1,1) € cl(U). Asi 0 ¢ U.
Dado que U es abierto y U C ¢l(U), se concluye que int(cl(U)) = U. O

Corolario 2.29. Todo elemento U de 11—y — {(—1,0) U (0,1),[=1,0) U
(0,1),(=1,0)U(0,1],[=1,0)U (0, 1]} es un abierto reqular en ([—1, 1], 7j_11).
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Ejemplo 2.30. Sea f : ([—1,1],7-1,1)) — [0, 1] definida como f(z) = ||
conT={AC[-1,1]:0¢ Ao (—1,1) C A}

La topologia d-cociente queda de la siguiente forma:

5e ={B C[0,1]: BC[0,1) o BC (0,1]}

Para probar que todo subconjunto de (0, 1] es abierto, es suficiente demos-
trar que {x} es abierto para todo z € (0,1]. Sea = € (0,1]. Notemos que
f'{z}) = {—=z,z}, del Corolario se tiene que f~'({z}) es un abierto
regular. Lo siguiente es ver cuando un subconjunto de [0, 1] que contiene a
0 es abierto. Notemos que como consecuencia del Corolario [2.29, se tiene
que los abiertos regulares que contienen al cero son (—1,1), (—1,1], [-1,1)
y [—1,1], de estos, solo (—1,1) y [—1,1] son preimagen de [—1,1) y [—1,1]
respectivamente. Por lo tanto, un subconjunto de [—1, 1] que contiene a cero

es abierto si y sélo si contiene a [—1,1).
Ejemplo 2.31. Sea g : ([-1,1],7) — Z tal que

0 st =0

|

conT={AC[-1,1]:0C Ao (—1,1) € A}

g(z) =

SN

“ st x#0

La topologia d-cociente queda de la siguiente forma:

e ={BCZ:BCZ—-{0}oZ—{1} C B}.

Para probar que todo subconjunto de Z — {0} es abierto es suficiente demos-
trar que {n} es abierto para todo n € Z — {0}.

Sean € Z—{0}. Observemos que paran € Z—{0,1}, se tiene que g~ *({n}) =
[L L ]yparan =1,¢g7'({1}) = 1. Utilizando el Corolariose demuestra

n’1l—n
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que g~ ({n}) es un abierto regular. Esto demuestra que {n} es un conjunto
abierto en Z con la topologia d-cociente.

Finalmente veamos cuando un subconjunto de Z que contiene a 0 es abierto.
Notemos que g~ *({0}) = {0}. Como consecuencia del Corolario se tiene
que el conjunto mas pequeno que contiene a 0 y que su imagen contienen a
(—=1,1) es Z — {1}. Por lo tanto, si B C Z tal que 0 € B, B es abierto en Z
siysélosi Z— {1} C B.
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Capitulo 3

Funciones continuas y super

continuas

A medida que la topologia moderna se desarrollaba, los matematicos ge-
neralizaron la nocién de continuidad para aplicarse a funciones entre espacios
topologicos generales, no solo a funciones definidas en espacios métricos. Esta
generalizacion permitié un estudio mas amplio de la continuidad en contextos

topologicos diversos y mas abstractos.

3.1. Funciones continuas

Definicién 3.1. Sea f: (X,7x) — (Y, 7y) una funcién. Diremos que f es
continua en el punto xy € X, si para cualquier subconjunto abierto A de
Y tal que f(xy) € A, existe un subconjunto abierto B de X tal que x € By
f(B) € A. Si f es continua en todos sus puntos en X, diremos simplemente

que f es continua.

o1
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En el siguiente teorema se muestran algunas equivalencias a la defini-
cion de continuidad que hemos presentado anteriormente. La demostracién

se puede consultar en [5, Teorema 18.8, pag 118].

Teorema 3.2. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. f es continua,
2. Para cada subconjunto A de X se tiene que f(cl(A)) C cl(f(A)),

3. Para cada subconjunto abierto V de 'Y se tiene que f~H(V) es abierto

en X,

4. para cada cerrado W de Y, f~Y(W) es cerrado en X.

3.2. Funciones super continuas

En esta seccion presentamos definiciones, ejemplos y resultados intere-
santes de ciertos tipos de continuidad, las super continuidades. Pero, ;por
qué se llaman super continuidades?, jseran mas super que la continuidad?,
Lqué las hace ser super?. Las respuestas las iremos conociendo a través de

esta seccion.

Definicién 3.3. Sean X, Y espacios topologicos y f: X — Y una funcion.
Decimos que f es super continua, si para cada r € X y para cada abierto
V de Y que contiene a f(x), existe un abierto regular U de X tal que z € U
y f(U)cV.
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fU)

Figura 3.1: Funcién Super continua

Ahora presentamos un ejemplo de una funciéon que es super continua y

después una que no es super continua.

Ejemplo 3.4. Sea f : (R,7s,) — (R, 7,) definida como f(z) = =y
sea V € 7, tal que f(z) € V. Entonces © € V y existe ¢ > 0 tal que
(r—€,x+€) C V. Definimos U = [z, z +¢€). En el Ejemplo [1.26] vimos que U
es un abierto regular. Ademés, x € Uy f(U)=U C V, con esto f es super

continua.

Ejemplo 3.5. Sean X = {a,b} y Y = {1,2} con 7x = {X,0,{a}} ¥
v = {Y,0,{2}}. Definimos ¢ : (X,7x) — (Y,7y) tal que g(a) = 2 y
g(b) = 1.

Supongamos que ¢ es super continua en a. Sea V' € 1y tal que g(a) € V, es
decir, 2 € V. Si V = {2}. Asi existe W abierto regular de X tal que a € W
y g(W) C {2}, entonces W = {a}, pero int(cl({a})) = int(cl(X)) = X, es
decir, {a} no es un abierto regular. Lo cual es una contradiccién, por lo que

g no es super continua.

Con el Ejemplo [3.5] nos damos cuenta que:
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Observacion 3.6. No todo homeomorfismo es una funcién super continua.

Teorema 3.7. Si [ : (X,7x) — (Y,7v) una funcion super continua y

A € 1x, entonces fla: (A, 7x) — (Y, 7y) es super continua.

Demostracion. Sean x € Ay V € 1y tal que f(z) € V. Comoz € A C X
y [ es super continua, entonces existe un abierto regular U de X tal que
re Uy f(U CV.SeaW = Un A. Entonces int(cl(W)) = int(cl(U N
A)) Cint(cl(U) Nel(A)) = int(cl(U)) Nint(cl(A)) C int(cl(U)) = U. Asi
int(cl(W)) C U, por lo que f(int(cl(W))) C f(U) C V. Como int(cl(W)) es

un abierto regular, entonces f|4 : (A, 7x) — (Y, 7y) es super continua. [

La siguiente proposiciéon da respuesta a una de las preguntas que nos

hicimos al inicio de esta seccidn.

Proposicién 3.8. Sea f : (X,7x) — (Y, 7y) una funcién super continua,

entonces f es continua.

Demostracion. Sea v € X y V € 1y tal que f(x) € V. Tenemos que f es
super continua, entonces existe un abierto regular U en X tal que x € U y

f(U) C V. Como U es también un abierto, entonces f es continua. n

Con el siguiente ejemplo vemos que el regreso de la Proposicién [3.8/no es

cierto, ain cuando la funcién es un homeomorfismo.

Ejemplo 3.9. Sea X el espacio R x [0, c0) dotado con la topologia del medio
disco. La definicién de esta topologfa se hizo en el Ejemplo [2.3] Probaremos
que la funcién identidad de X en X no es super continua.

Sean x = (0,0) y V' un subconjunto abierto basico de X que contiene

a f(x) = x. Por la definicién de la topologia del medio disco se tiene que
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V =[(—¢,2)x(0,2)]U{(0,0)}. En el Ejemplo[2.3]vimos que si U es un abierto
regular que contiene a (0, 0), entonces existe ¢ > 0 tal que (—t,t) x [0,t) C U,

pero esto implica que
(—t,t) x [0,t) CU C [(—e,e) x (0,e)] U{(0,0)}.

Lo cual es una contradiccion. Lo que nos lleva a concluir que la funcién no

es una funcién super continua.

El siguiente resultado nos proporciona una relacion entre las funciones

super continuas, los abiertos y los d—abiertos.

Teorema 3.10. Sea [ : (X,7x) — (Y, 7v) una funcion. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
a. f es super continua.
b. f7Y(U) es un d-abierto en X para todo U € Ty .
c. f7YB) es un d-cerrado en X para todo cerrado B en'Y .

d. Para cada punto x € X y cada M € 1y tal que f(x) € M, existe un
subconjunto d-abierto N de X tal que x € N y f(N) C M.

Demostracion. a) = b) Sean W € 7y y w € f~1(W). Para cada z € X tal
que f(z) € W, existe un abierto regular U € 7x tal que x € Uy f(U) C W.
Entonces existe un abierto regular Z € 7x tal que w € Z 'y f(Z) C W. Con
esto, Z C f~Y(W). Por lo tanto f~!(W) es un subconjunto §-abierto de X.

b) = ¢) Sea B un subconjunto cerrado de Y. Luego Y — B es un abierto de
Y. Entonces f~!'(Y — B) es un §-abierto. Dado que f~'(Y—B) = X— f~!(B),

se sigue que f~1(B) es d-cerrado.
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c)=d)Sean z € X y M € 1y tales que f(z) € M. Notemos que Y — M
es un cerrado de Y. Entonces f~'(Y — M) es un d-cerrado de X. De aqui
que f7Y (M) = X — f7Y(Y — M) es un d-abierto de X que satisface que
e f M)y F(F(M)) C M.

d) = a) Sean x € X,V € 1y tales que f(x) € V. Mostraremos que existe
un abierto regular U en X tal que z € U y f(U) C V. Sabemos que existe
N un subconjunto d-abierto de X tal que x € U y f(N) C V. Por ser N
0-abierto, existe un abierto regular U de X tal que x € U y U C N, entonces
fU)cfNycv. O

El siguiente teorema nos indica bajo qué condiciones el regreso de la

Proposicién [3.8] se garantiza.

Teorema 3.11. Sean X espacio semireqular y f : (X,7x) — (Y, 7y) una

funcion continua. Entonces f es super continua.

Demostracién. Sean V € 1y y # € f~1(V). Como f es continua, se tiene
que f~HV) € 7x. Luego existe W abierto regular de X tal que z € W tal
que W C f=1V). De aqui que f~'(V) es un d-abierto y por el inciso b. del
Teorema [3.10] f es super continua. ]

Por la Proposicion tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.12. Sean X un espacio Tz y f : (X, 7x) — (Y, 7v) una funcion

continua. Entonces f es una funcion super continua.

Demostracion. Tenemos que X es T3 entonces X es semiregular y usando el

Teorema queda demostrado. n
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Teorema 3.13. Sean X,Y espacios topoldgicos y B una base para Y. La
funcion f . (X,7x) — (Y, 7y) es super continua si y sélo si f~Y(B) es

d-abierto en X para todo B € B.

Demostracion. Sean B una base para Y, B € By y € B. Como f es super
continua, se tiene que f~}(U) es d-abierto en X para todo U € 7y. Ademas,
B es una base para Y, por lo que B € 7y. Asi f~(B) es d-abierto en X para
todo B € B.

Ahora supongamos que f~!(B) es d-abierto en X para todo B € B. Sean
Ueryy AC B tales que U = U B;. Luego

B;cA
) =1 ( U Bi) = U f7H(By).
B;eA B;eA

Por hipétesis U f1(B;) es d-abierto. Por lo que f~'(U) es d-abierto en X
B,eA
para todo U € 1y. Por lo anterior podemos decir que f es super continua []

El siguiente resultado nos indica cual es la relacién entre la topologia

d—cociente, la continuidad y la super continuidad.

Teorema 3.14. Si f : (X,7x) — (Y, 7v) es una funcién donde 1y es
una topologia d-cociente, entonces f es super continua. Mds aun, Ty es la

topologia mdas fina tal que f: (X, 7x) — (Y, 7y) es super continua.

Demostracion. Sean x € X y V € 7y tal que f(z) € V. Como 7y es una
topologia d-cociente y V' € 7y, entonces f~1 (V) es un §-abierto en X. Ademds
x € f71(V), entonces existe un abierto regular H tal que z € H C f~1(V),
porloque x € Hy f(H) C f(f71(V)) C V y con esto tenemos que f es

super continua.
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Ahora para demostrar que 7y es la topologia mas fina para la cual f es
super continua, suponemos que existe 7 tal que v C 7y f es super continua.
Sean V € 7y x € X tal que f(z) € V. Como f es super continua, existe U
abierto regular de X tal que x € Uy f(U) C V. Notemos que U es §-abierto,

por definicion de topologia d-cociente, 7 es una topologia d-cociente. m

Teorema 3.15. Sea [ : (X, 7x) — (Y, 7v) una funcion con v una topologia
d-cociente. La funcion g : (Y, 7y) — (Z,7z) es continua si y sélo si fog es

super continua.

Demostracion. Supongamos que ¢ es continua. Sean x € X y W € 75 tal
que f(g(z)) € W. Como g es continua, se tiene que g~ (W) € 7y. Dado
que g~ 1 (W) CY y 7y es una topologia d-cociente, entonces f~(g~1(W)) es
d-abierto, es decir, para todo x € f~'(g7'(W)), existe un abierto regular U
tal que z € U C f~1(g~*(W)). Entonces g(f(z)) € g(f(U)) € W y con esto
tenemos que go f es super continua. Ahora tomamos W € 7. Dado de go f
es super continua tenemos que f~(g7(W)) = (go f)~' (W) es un d-abierto.
También sabemos que 7y es una topologia d-cociente y con esto obtenemos

que g~ (W) € 7y y por lo tanto g es continua. O

A continuacién presentamos un resultado diferente a todos los anterio-
res, ya que la funcién en el siguiente teorema es una funciéon con rango un

producto cartesiano.

Teorema 3.16. Sean f: (X,7x) — (Y, 7y) una funcion y g : (X, 7x) —
(X XY, 7xxy) dada por g(x) = (z, f(x)). Entonces g es super continua si y

solo si f es super continua y X un espacio semi-reqular.
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Demostracion. =] Vamos a demostrar que f es super continua. Sean x € X
y V € 1y tal que f(x) € V. Dado que g es super continua, X x V € 7xyy y
g(x) € X x V, existe un abierto regular W de X tal que z € Wy g(W) C
X xV.Notemos que g(W) = {(w,2) e XxY :weWyz=f(w)}CXxV.
De esto tenemos que f(W) C V. Por lo que f es super continua.

Ahora veamos que X es semiregular. Sean x € X y U € 7x tales que
x € U.ComoU XY € 1xxy vy g(z) € U XY, entonces existe W € 7x tal
que x € Wy gW)C X xY.Ademas g(W) = {(w, f(w)) €e X xY 1w €
W} CU XY, esto implica W C U y con esto X es semiregular.
<] Sean x € X y V € 7xyy tales que g(z) € V. Entonces existen A € 7y y
B € 7y tal que g(x) = (z, f(x)) € Ax B C V. Dado que X es semiregular,
existe un abierto regular W de X tal que x € W C A. Como f es super
continua y f(z) € B, existe Z abierto regular en X tal que x € Z'y f(Z) C
B. Definimos H = W N Z. Notemos que H C W C A. Del hecho que
H C Z, se sigue que f(H) C f(Z) C By H x f(H) € A X B, es decir,
g(H) C X x f(H) C Ax B C V. Por lo tanto g es super continua. O

3.2.1. J4-adherentes

Hemos presentamos algunas implicaciones de la continuidad de funciones
haciendo uso de la cerradura de conjuntos. Ahora haremos algo parecido, pero
en este caso hablaremos de la §—cerradura de un conjunto y en el Teorema
veremos c¢émo entra en juego la d—cerradura con las funciones super

continuas.

Definicion 3.17. Sean X un espacio topolégico y A C X. Decimos que

x € X es 0-adherente de A si para cada vecindad abierta U de x se tiene
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que int(cl(U)) N A # 0.

Definicién 3.18. El conjunto (A)s de todos los puntos d-adherentes del

conjunto A es llamado la d-cerradura del conjunto A.

Ejemplo 3.19. Sean X = {a,b,c} y 7 = {{a,b},{c},0,X}. Si A = {a, b},
entonces cl(A) = X y (A)s = X. Si A = {c}, entonces cl(A) = {c} vy
(A)s = {c}. Si A = {b}, entonces cl(A) = {a,b} y (A)s = {a, b}.

Proposicién 3.20. Sean X un espacio, P C X yx € P. Entonces x es 0-
adherente de P si y solo si el interior de toda vecindad cerrada de x intersecta

a P.

Demostracion. Sea W una vecindad cerrada de x. Veamos que int(W)N P #
(). Demostremos que int(cl(int(W))) = int(W). Sabemos que int(W) C W,
entonces cl(int(W)) C cl(W) = W asti int(cl(int(W))) C int(W). Ademés
int(W) C cl(int(W)), entonces int(W) C int(cl(int(W))). Por lo que
int(cl(int(W))) = int(W), es decir, int(W) NP # ()

Ahora tomamos V' abierto regular de X tal que x € V. Sea A = cl(V), A
es una vecindad cerrada de X y por hip6tesis tenemos que int(A) NP = () ,

pero int(A) =V, por lo que VN P # (). O

Proposiciéon 3.21. Sean X un espacio topoldogico y A y B subconjuntos de

X. Entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:
1. 8i A C B, entonces (A)s C (B)s
2. AC (A)s

Proposicién 3.22. Sean X un espacio topologico y A un subconjunto de X.

Entonces cl(A) C (A)s.
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Demostracion. Sea x € cl(A). Tomemos U una vecindad abierta de X tal
que z € U. Dado que U C cl(A), int(U) C int(cl(U)) y int(U) = U, se
sigue que U C int(cl(U)). Como x € cl(A) se sigue que U N A # (). Luego,
int(cl(U)) N A # (). Esto prueba que = € (A)s. O

La siguiente proposicién nos indica que la Definicién [2.20] estd intima-

mente relacionada con la d—cerradura de un conjunto.

Proposicion 3.23. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X.

Entonces A es d—cerrado si y solo si A= (A)s.

Demostracidn. Supongamos que A es d—cerrado. Por la Proposicién [3.2]]
sabemos que A C (A);. Ahora, supongamos que (A); € A. Entonces existe
r € (A)s tal que x ¢ A. Luego v € X — A. Pero como A es d—cerrado,
X — A es un J—abierto. Asi existe H un abierto regular que satisface que
r € HC X — A Es decir, z € Hy int(cl(H)) N A = (. Lo cual es una
contradiccién ya que z € (A)s. Concluyendo que A = (A);.

Supongamos que A = (A);s. Basta demostrar que X — A es un j—abierto.
Sea z € X — A. Entonces x ¢ (A)s, por lo que existe una vecindad abierta
U de x tal que int(cl(U)) N A = 0. Sin embargo, int(cl(U)) es un abierto
regular, y éste satisface que z € int(cl(U)) y int(cl(U)) € X — A. Hemos

demostrado que X — A es un d—abierto. ]

El siguiente teorema tiene cierta semejanza con el Teorema [3.2] especifi-

camente con el inciso 1 y 2, comparelos para que compruebe su similitud.

Teorema 3.24. Una funcion f: (X,7x) — (Y, 7y) es super continua si y

sdlo si f((A)s) C cl(f(A)) para todo A subconjunto de X .
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Demostracion. Consideremos al cerrado cl(f(A)) C Y. Por el Teorema [3.10)
inciso ¢ y dado que f es super continua se tiene que f~!(cl(f(A))) es d-cerrado
en X. Ademds f(A) C cl(f(A)) entonces f~1(f(A)) C f1(cl(f(A))), pero
AC f7Yf(A)), por lo que A C f~Y(cl(f(A))). Por la Proposicién tene-
mos que (A); C (f(cl(£(A))))s. Entonces f((A)s) € F((f~ (l(f(4)))a).
Ademds, f((f7'(cl(f(A))))s) C cl(f(A)). Por lo tanto f((A)s) S cl(f(A)).

Ahora supongamos que f((A)s) C cl(f(A)) para todo A subconjunto de
X. Sea F un cerrado de Y. Por hipétesis f((f~1(F))s) C c(f(f~H(F))) C
cl(F) = F. Entonces (f~*(F))s € f~*(F). Por la Proposicién inciso 2,
tenemos que f~H(F) C (f~YF))s. Ast, fYF) = (f~1(F))s, es decir, f~1(F)
es 0—cerrado. Por el Teorema [3.10] se tiene que f es super continua. O

Otro teorema muy interesante que relaciona la d—cerradura con las fun-

ciones super continuas es el siguiente.

Teorema 3.25. Una funcion f: (X, 7x) — (Y, 7y) es super continua si y

sélo si (f~Y(B))s C f~(cl(B)) para todo B subconjunto de Y .

Demostracion. Sean B CY y x € (f~1(B))s. Veamos que f(z) € cl(B). Sea
V € 1y tal que f(z) € V. Como f es super continua existe U un abierto
regular de X tal que x € U y f(U) C V. Luego f~1(B)NU # 0. Sea
y € f~YB)NU, entonces f(y) € By f(y) € f(U), ast f(y) € BNV, por lo
que f(x) € cl(B).

Ahora tomamos B un cerrado de Y. Por hipétesis tenemos que (f~1(B))s C
f7Y(B). Por la Proposicién 3.21] (f~*(B))s = f~'(B). Lo que implica que
/7Y B) es d-cerrado. Finalmente por el Teorema f es super continua.
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Capitulo 4

Otras continuidades

En el capitulo anterior vimos a las funciones continuas y las funciones
super continuas, en este capitulo veremos a unos tipos de funciones que no
llegan a ser funciones continuas, ni super continuas pero si son importantes

como lo veremos a continuacién.

4.1. Funciones clopen continuas

Las funciones clopen continuas son una fascinante variacion de las funcio-
nes continuas en el contexto de la topologia, que combina conceptos de con-
juntos abiertos y cerrados. Estas funciones preservan la estructura topolégica
de los conjuntos clopen. Esto las convierte en herramientas poderosas para

analizar y comprender las propiedades topologicas de diversos espacios.

Definicién 4.1. Sean X, Y espacios topoldgicos y f: X — Y una funcion.
Decimos que f es clopen continua, si para cada x € X y para cada abierto

V de Y que contiene a f(z), existe un subconjunto clopen U de X tal que

65
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zeUy fU)CV.

f(U)

Figura 4.1: Funcién clopen continua

Ejemplo 4.2. La funcién identidad f : (R, 75r) — (R, 7,). Sea x € Ry
sea U € 7, tal que f(z) € U. Asi, existe ¢ > 0 tal que (z — e,z +¢) C U.
Entonces [z, + €) es un subconjunto clopen de (R, 7s,-) que contiene a x y

que f([z,z +¢)]) CU. Por lo tanto, f es clopen continua.

En el Corolario|1.47|probamos que todo conjunto clopen es clopen regular,
por lo que no seria extrano preguntarnos por la relacion entre las funciones

super continuas y las clopen continuas.

Proposicién 4.3. Toda funcion f : (X,7x) — (Y, 7y) clopen continua es

super continua.

Demostracion. Sea x € X. Sabemos que f es clopen continua, entonces para
cada abierto V' que contiene a f(x) existe un conjunto clopen U tal que z € U
y f(U) C V. Por el Corolario m, U es abierto regular y con esto f es super

continua. N
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Por la Proposicion tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.4. Si la funcion [ : (X,7x) — (Y,7y) es clopen continua,

entonces [ es continua.

Teorema 4.5. Sean (X, 7x) un espacio conezxo y (Y, 7y) un espacio Ty. Toda

funcién clopen continua f: (X, 7x) — (Y, 7y) es constante.

Demostracion. Sean x € X y y € Y — {f(z)}. Probaremos que y ¢ f(X).
Tenemos que Y —{y} € 7y estal que f(x) € Y —{y}. Dado que f es clopen
continua, existe un subconjunto clopen U de X tal que f(U) C Y — {y}.
Como X es conexo, se tiene que U = X. Por lo que f(X) C Y — {y}.
En otras palabras, y ¢ f(X). Por lo tanto, f(X) = {f(z}), es decir, f es

constante. O

En el siguiente ejemplo veremos que el regreso del Corolario[4.4no siempre

es clerto.

Ejemplo 4.6. Sean X un espacio infinito f : (X, 7.of) — (X, Tof) definida
como f(x) = x. Sabemos que f es continua, pero f no es clopen continua

por el Teorema [4.5|

Una variante de las funciones clopen continuas son las funciones casi

clopen continuas que definimos a continuacién.

Definicidon 4.7. Sean X, Y espacios topolégicos y f : X — Y una funcion.
Decimos que f es casi clopen continua, si para cada x € X y para cada
abierto regular V' de Y que contiene a f(x), existe un subconjunto clopen U

de X talquex € Uy f(U) C V.
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Figura 4.2: Funcién casi clopen continua

El nombre de las funciones clopen continuas y de las funciones casi clopen
continuas nos hace pensar que hay una relacion entre ellas, veamoslo en el

siguiente teorema.

Teorema 4.8. Si una funcion f : (X,7x) — (Y, 7y) es clopen continua,

entonces es casi clopen continua.

Demostracion. Sean x € X y V un abierto regular de Y tales que f(x) € V.
Notemos que V' es también un abierto. Como f es clopen continua entonces
para V existe U un conjunto clopen de X tal que z € U y f(U) C V. Hemos

probado que f es casi clopen continua. O

La funcién presentada en el siguiente ejemplo es casi-clopen continua, pero
no es continua. Esto muestra que el regreso del Teorema no es cierto, y

que ser casi clopen continua no implica ser super continua.

Ejemplo 4.9. Sea X = {(z,y) € R? : y > 0}. Definimos una topologia 7p

para X como sigue: A € 7x siy sélo si para cada (z,y) € A existe € > 0 tal
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que [z,x +¢) X [y,y +¢) C A. A la topologia 7 le llamaremos Topologia
del producto de la linea de Sorgenfrey en el semiplano.

Probaremos que [z, 24 ¢) X [y, y+¢) es un subconjunto clopen en (X, 75).
Claramente [x,z+¢) X [y,y+¢€) es un abierto, solo falta demostrar que es un
conjunto cerrado de X. Para ello probaremos que X — [x,z 4+ ¢) X [y,y + €)

es abierto. Sea (a,b) € X — [x,x +¢€) X [y,y + ¢).

s Si0<b<uy. Sean5:y7_b>0y(p,q) € la,a+0) x[b,b+ ). Como

b§q<b+5y5:y7_b,setieneque

b<g<b+izt =1 <=y

Luego, ¢ < y. Por lo que (p,q) € X — [z,x +¢) X [y,y + €).

Y

X

Figura 4.3: En el Ejemplo [4.9) Cuando 0 < b < .

= Sia <z.Seand = 5%y (p,q) € [a,a+0)x[b,b+6). Comoa < p < a+0

y 0 = %5%, se tiene que

r—a __ zt+a Tt+x
p<a+t 7G5 =" <7F =7
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Luego, p < x. Por lo que (p,q) € X — [r,z+¢) X [y,y + €).

Y

X

Figura 4.4: En el Ejemplo 4.9} Cuando a < x.

» Siz+e<a Seand >0y (p,q) € [a,a+ ) x [b,b+ ). Notemos que
a<p<a+dyr+e<a,entoncesr+ec<a<p Asixz+e<p. Lo

que nos lleva a que (p,q) € X — [x,z+¢) X [y,y + €).

Y

X

Figura 4.5: En el Ejemplo [4.9) Cuando z + ¢ < a.

» Siy+e <b.Seand > 0y (p,q) € [a,a+d)x[b,b+7). Como y+e < b < g,
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entonces y+¢e < ¢. Lo que nos lleva a que (p, q) € X —[z, z+¢) X[y, y+¢).

Y

X

Figura 4.6: En el Ejemplo Cuando y +¢ < b.
Hemos probado que [z, 2 +¢) X [y,y + ) es un conjunto cerrado.

Sea 7p la Topologia del medio disco para X definida en el Ejemplo [2.3]

Sea f: (X, 7x) — (X, 7p) la funcién identidad. Probaremos que f es casi
clopen continua pero no es clopen continua.

Sea (z,y) € X y sea V un abierto regular de (X, 7p) tal que f(z,y) € V.

Supongamos que y > 0. Entonces existe € € (0,y) tal que (x —e,x+¢) X
(y — e,y +¢) C V. Notemos que [z,z + €) X [y,y + €) es un subconjunto
clopen de (X, Tx) que contiene a (z,y) tal que f([z,z+¢) X [y,y+¢)) CV.

Ahora, supongamos y = 0. Los argumentos usados en el Ejemplo
prueban que existe 6 > 0 tal que (z — d,z +J) x [0,9) C V. Asi, [,z +
d) x [0,d) es un subconjunto clopen de (X, 7x) que contiene a (x,y) tal que
f([z,x+6) x [0,0)) C V. Por lo tanto, f es casi clopen continua.

Para mostrar que f no es clopen continua, sea t > 0. Tenemos que W =

{(0,0)} U (—=t,t) x (0,t) es un subconjunto abierto de (X, 7p) que contiene
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a f(0,0). Si U € 7x es tal que (0,0) € U, entonces existe r > 0 tal que
[0,7) x [0,7) € U y con esto (0,5) € U satisface que f((0,5)) ¢ W. Por lo

’ 2

tanto f no es continua. En conclusién, no es super-continua y no es clopen

continua, (ver Proposicién 1.3 Corolario [£.3]y Teorema [1.8).

4.2. Funciones casi abiertas y funciones casi

cerradas

Definicién 4.10. Decimos que f : (X,7x) — (Y, 7y) es una funcién casi
abierta si f(U) € 1y para todo abierto regular U de X. Se dice que es casi

cerrada si f(B) es un cerrado para todo subconjunto cerrado regular B de

X.

En [10] Definicién 4] definen a las funciones casi abiertas de manera dis-
tinta, pero en [10, Teorema 4] prueban que su definicién y la que hemos
dado aqui son equivalentes. Por lo que aqui escribimos esa definicién como

un resultado equivalente, (ver [10, Teorema 4]).

Teorema 4.11. Una funcion f: X — Y es casi abierta si y sélo si f(U) C

int(cl(f(U))) para cada abierto U de X

Proposicién 4.12. Si f : X — Y es una funcion inyectiva, entonces f es

casi abierta si y solo si f es casi cerrada.

Demostracion. =] Supongamos que f es una funcién casi abierta. Sea B
un cerrado regular de X. Como X — B es un abierto regular de X y f es casi

abierta, se tiene que f(X — B) es un abierto de Y. Dado que f es inyectiva



73

se cumple que f(B) =Y — f(X — B). Luego, Y — f(X — B) es un cerrado
de Y, es decir, f(B) es un cerrado de Y.
<] Supongamos que f es una funcién casi cerrada. Sea U un abierto
regular de X. Como X — U es un cerrado regular de X y f es casi abierta, se
tiene que f(X — U) es un cerrado de Y. Dado que f es inyectiva se cumple
que f(U) =Y — f(X =U). Luego, Y — f(X —U) es un abierto de Y, es decir,
f(U) es un abierto de Y. Concluyendo que f es casi abierta.
O

El siguiente ejemplo muestra que la condicion de regularidad en el dominio

no puede omitirse en el teorema anterior.

Ejemplo 4.13. Sea X = {(z,y) € R? : y > 0}. Sea 7 la topologia del
producto de la linea de Sorgenfrey definida en el Ejemplo [£.9)y sea 7p la
topologfa del medio disco definida en el Ejemplo [2.3

Sea f : (X,7p) — (X, 7r) la funcién identidad. Veremos que f es casi-
abierta.

Sean U un abierto regular de (X,7p) v (z,y) € f(U). Siy > 0, entonces
existe ¢ € (0,y) tal que (z — e, +¢) X (y —e,y +¢) C U y con esto
[z, +¢) X [y,y+¢e) C f(U). Ahora, supongamos que y = 0. Dado que U es
un abierto regular de (X, 7p), existe > 0 tal que (z —d,x+0) x [0,6) C U.
De aqui que [z, + 0) X [y,0) C f(U). Por lo tanto, f(U) es abierto.

Por el Teorema [4.12] se tiene que f es casi cerrada.

Finalmente, veremos que f no es supercontinua. Sea U = [0,1) x [0, 1).
Tenemos que U € 7y es tal que f(0,0) € U. Sea V' un subconjunto abierto
regular de (X, 7p). Entonces existe t > 0 tal que (—t,t) x [0,¢) C V. Con

esto, (5,0) € V es tal que f(5t,0) ¢ U. Por lo tanto, f no es supercontinua.
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Teorema 4.14. Sean [ : (X,7x) — (Y, 7y) una funcion super continua y
casi abierta y g = (Y, 7v) — (Z,77) una funcion. Entonces g o f es super

continua si y solo st g es continua.

Demostracion. =] Supongamos que go f es super continua. Sea U € 7. Por
el Teorema [3.10]se tiene que (go f)~1(U) es un §—abierto. Dado que f es casi
abierta, entonces f((gof)~'(U)) es un abierto. Sin embargo, f((gof) ' (U)) =
f(f~Yg Y (U))) = g7 (U). Hemos demostrado que g~!(U) es un abierto. Por
lo tanto g es continua.

<] Ahora supongamos que ¢ es una funcién continua. Sea A € 7z, como g
es continua, g~'(A) € 7y y dado que f es super continua, f~'(g7'(A)) es un

d-abierto, asi g o f es super continua. O]

Teorema 4.15. Si f : (X,7x) — (Y, 7y) es una funcion donde 1y es una

topologia -cociente y f es inyectiva, entonces f es casi abierta.

Demostracién. Sea U un abierto regular de X. Basta demostrar que f~1(f(U))
es un d—abierto de X.

Sea x € f~1(f(U)). Dado que f es inyectiva se tiene que f~!(f(U)) = U,
asi x € U. Como U es un abierto regular tal que z € U C f~1(f(U)),

concluimos que f es casi abierta. O

4.3. Funciones casi continuas

Definicién 4.16. Sea f : (X,7x) — (Y, 7y) una funcién, decimos que f,
es casi continua si para cada z € X y para cada abierto regular V de Y tal

que f(z) € V,existe U € 7x tal que z € Uy f(U) C V.
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Figura 4.7: Funcién casi continua

De la definicién de funcién casi continua y del hecho que todo abierto

regular es un abierto, el siguiente resultado es inmediato.

Corolario 4.17. Si f : (X,7x) — (Y, 7y) es una funcién continua, enton-

ces [ es casi continua.

De la misma manera, dado que todo clopen es en particular un abierto,

tenemos otro corolario.

Corolario 4.18. Si f : (X,7x) — (Y, 7y) es una funcion casi clopen con-

tinua, entonces f es casi continua.

El regreso de la Proposicién no necesariamente es cierto. Veamos el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.19. Sea X = {(x,y) € R? : y > 0}. Definimos la topologia 7,

como sigue: A € 7, si y sélo si para cada (x,y) € A existe ¢ > 0 tal que

(x—e,x4+¢e)x(y—e,y+e))NX C A. Se tiene que (X, 7,) es conexo.
Sea 7p la topologfa del medio disco definida en el Ejemplo [2.3] Sea f :
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(X, 7.) = (X, 7p) la funcién identidad. Veremos que f es casi continua pero
no es casi clopen continua.

Sea (z,y) € X y sea V un abierto regular de (X, 7p) tal que f(z,y) € V.

Supongamos que y > 0. Elegimos § € (0,y) tal que (x — d,z + ) X (y —
d,y+0) C V. Entonces U = (x — 0,2+ J) X (y — 0,y + ) € 7, es tal que
(z,y) e Uy f(U)CV.

Ahora, supongamos que y = 0. Del hecho que V es abierto regular en
(X,7p), existe t > 0 tal que (z — ¢,z +t) x [0,¢) C V. Tenemos que U =
(x —t,z+1t) x [0,t) es un subconjunto abierto de (X, 7,) tal que (x,y) € U
y f(U) C V. De lo anterior, f es casi-abierta.

Finalmente, W = (—1,1) x [0,1) es un subconjunto abierto regular de
(X,7p) que contiene a f(0,0). De la conexidad de (X,7,) se sigue que el
tinico subconjunto clopen de (X, 7,) que contiene a (0,0) es X. Dado que

f(X) no es un subconjunto de W, f no es casi clopen continua.

A las funciones casi continuas, como su nombre lo dice, les “falta algo”
para ser continuas y a las funciones super continuas les “sobra algo” para ser
continuas, pero si las operamos entre ellas lo que le “falta” a las casi continuas
se compensa con lo que les “sobra” a las super continuas. La demostracién

de esto que hemos dicho esta a continuacion.

Teorema 4.20. Sean f : (X,7x) — (Y, 7y) una funcion casi continua y

g: (Y, 7v) — (Z,72) una funcion super continua, entonces go f continua.

Demostracion. Sea x € X y V € 14 tal que g(f(x)) € V. Como g es super
continua, existe un abierto regular U de Y tal que f(x) € Uy g(U) C V.
Dado que f es casi continua, existe W € 7x tal que x € Wy f(W) C U,

entonces g(f(W)) C g(U) C V, por lo que g o f es continua. ]



Capitulo 5

Continuidades fuertes

En el estudio de la topologia (asi como en otras ramas de la matemati-
ca), la continuidad de funciones es una propiedad fundamental que permite
entender y manipular el comportamiento de las estructuras matemaéticas. En
este capitulo, exploraremos varias nociones de continuidad, cada una con sus
propias caracteristicas. Entre estas se encuentran las funciones fuerte conti-
nuas, completamente continuas, perfectamente continuas, d-continuas, fuerte
f-continuas entre otras.

Empezamos dando varias definiciones y ejemplos de funciones las cuales
generalmente son llamadas continuidades fuertes.

En algunas referencias definen a las funciones fuerte continuas como aque-
llas funciones f que satisfacen que f(A) = f(cl(A)) para todo A C X, lo cual

es equivalente a la definicion que hemos dado aqui.

Ejemplo 5.1. Sea X = R—{0} dotado con la topologia usual y Y = {—1,1}
con la topologfa {0, Y, {1}}. Véamos que la funcién f definida como: f(z) =1

six >0,y f(x) =—1six <0, es fuerte continua.

7
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Sea A C X.

» Si A C (—00,0), entonces cl(A) C (—o0,0). Por otro lado, f(A) =
{1}y f(cl(A)) = {=1}. Por lo que f(cl(A)) = f(A).

» Si A C (0,00), también se tiene que cl(A) C (0,00). Ademas, f(A) =
{1}y f(cl(A)) = {1}. Ast, f(cl(A)) = f(A).

» Si AN(—00,0) y AN(0, 00), se sigue que cl(A)N(—00,0) y cl(A)N(0, 0).
Lo cual implica que f(A) = {-1,1} y f(cl(A)) ={-1,1}.

Concluimos que f es fuerte continua.

Definicién 5.2. Sean X y Y espacios topologicosy f : X — Y una funcién.
Decimos que f es fuerte #-continua si para cada x € X y V € 1y tal que

f(z) e V, existe U € 7x tal que z € U y f(cl(U)) C V.

f
X T Y

f(c(U)

Figura 5.1: Funcién Fuerte 6-continua

Ejemplo 5.3. Sean X = {0,1,2,3} vy Y = {a,b,c}, con 7x = {{0}, {0, 1},
{2,3},{0,2,3},0, X} y v = {{c}, {a,b},0,Y}. Definimos la funcién f de la
siguiente forma: f(0) =a, f(1) =0, f(2) = f(3) = ¢
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= Siz =0, f(0) = a. Supongamos que V' = {a, b}. Notemos que U = {0}
cumple que cl(U) ={0,1} y f({0,1}) = {a,b} C V.

= Sixz =1, f(1) = b. Supongamos que V = {a,b}. Notemos que U =
{0, 1} satisface que cl(U) ={0,1} y f({0,1}) = {a,b} C V.

= Six =2o0x =3, se tiene que f(z) = ¢. Supongamos que V = {c}.

U = {2, 3} satisface que cl(U) ={2,3} v f({2,3}) ={c} C V.
Por lo tanto f es fuerte §—continua.

Definicién 5.4. Sean X y Y espacios topologicosy f : X — Y una funcion.
Decimos que f es completamente continua si para cada V € 1y, f~1(V)

es un abierto regular de X.

X T T Y

Figura 5.2: Funciéon completamente continua

Ejemplo 5.5. Con los conjuntos X, Y y f la funciéon definida como el Ejem-
plof5,3]y con las topologfas 7x = {{1}, {0}, {0, 1},{2,3},{1,2,3},{0,2,3},0, X}
vy v = {{b}, {a,b},{b,c}, 0, Y} se tiene que f es una funcién completamente

continua. Veamoslo.
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= SiV ={b}, fTH({0}) = {1},
= SiV={a,b}, f7'({a,0}) ={0,1},

= SiV = {bc}, F({b,c}) = {1,2,3).

Notemos que {1},{0,1} y {1,2,3} son clopen, por lo tanto son abiertos

regulares. Esto implica que f es completamente continua.

Definicién 5.6. Sean X y Y espacios topoldgicosy f : X — Y una funcién.
Decimos que f es d-continua si para cada x € X y para cada abierto regular

V' que contiene a f(x), existe un conjunto abierto regular U tal que z € Uy

foycv

Figura 5.3: Funcién d-continua

Ejemplo 5.7. Sean X, Y y f la funciéon definida como el Ejemplo con
las siguientes topologias 7y = {{0,1},{2,3}}U{0, X} y v = {{a, b}, {c}} U
{0,Y}. Por la definicién de las topologias se tiene que {0,1} y {2,3} son

abiertos y cerrados de X por lo que ambos conjuntos son abiertos regulares
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de X. Pasa lo mismo con {a,b} y {c}, asi {a,b} y {c} son abiertos regulares

de Y.

= Siz =0, f(0) =a. Luego V = {a, b} satisface que f(0) € V. Notemos
que U = {0,1} cumple que f(U) = {a, b},

» Siz =1, f(1) =b. Luego V = {a, b} satisface que f(1) € V. Es claro
que U = {0,1} cumple que f(U) = {a, b},

» Six =20x =3, f(x) = ¢. Luego V = {c} satisface que f(z) € V.
Notemos que U = {2,3} cumple que f(U) = {c}.

Por lo que f es una funcién d-continua.

Definicién 5.8. Sean X y Y espacios topologicosy f : X — Y una funcion.
Decimos que f es perfectamente continua si f~1(V) es clopen en X, para

todo abierto V de Y.

Figura 5.4: Funcién perfectamente continua
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Ejemplo 5.9. Sean X = {0,1} y Y = {a,b} con 7x = {{0},{1},0, X} y
v = {{a},0,Y} y f la funcién definida como f(0) = ay f(1) = b. Notemos
que f~1({a}) = {0} el cual es clopen, ademds f~'(Y) =Xy f~1(D) = 0 son

clopen.

Es ahora cuando empezamos a mencionar las relaciones que existen entre

algunas de estas continuidades fuertes.

Corolario 5.10. Si f : X — Y es una funcion fuerte continua, entonces

f es continua.

Demostracion. Sea A un subconjunto de X. Como f es fuerte continua, se
tiene que f(cl(A)) C f(A). Mas ain, f(cl(A)) € f(A) C cl(f(A)). Con lo
que f(cl(A) C cl(f(A)). Por el Teorema inciso 2, concluimos que [ es

continua. O

Proposiciéon 5.11. St f : X — Y es una funcion fuerte 0-continua, en-

tonces es super continua.

Demostracion. Sean x € X y V un abierto de Y tal que f(z) € V. Dado
que f es una funcién fuerte #-continua, existe un abierto U de Y tal que
z €Uy f(cd(U)) C V. Por el Teorema [1.31] tenemos que W = int(cl(U))
es un abierto regular de X y x € W. Ademés W C ¢l(U). Entonces f(W) C
f(c(U)). Asi f(W) C V. Por lo que f es super continua. ]

Teorema 5.12. Si f : (X, 7x) — (Y, 7y) es d-continua y g : (Y, 7v) —

(Z,717) es super continua, entonces go f es super continua.

Demostracion. Sean x € X y W € 74 tal que (g o f)(x) € W. Sabemos que
f(z) € Yy g(f(x)) € W. Dado que g es super continua, existe un abierto
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regular V de Y tal que f(z) € V .y g(V) C W. A su vez f es d-continua,
por lo que existe un abierto regular U de X tal que z € Uy f(U) C V.

Concluimos que g o f es super continua. [

El siguiente ejemplo nos muestra que no toda funcién super continua es

una funcion fuerte 9-continua.

Ejemplo 5.13. Sean X = {a,b,c}, 7 = {X,0,{a},{c},{a,c}}y [: (X,7) —
(X, 7) la funcién identidad.

Veamos que f es super continua. Observemos que {a} y {c} son abiertos re-
gulares, int(cl({a})) = int({a,b}) = {a} y int(cl({c})) = int({b,c}) = {c}.
Ahora tomamos a € X, como f es la identidad f(a) € {a}, f(a) € {a,c}y
f(a) € X. Si f(a) € {a}, el propio {a} funciona como el abierto regular que
necesitamos. Si f(a) € {a,c}, el abierto regular que funciona es {a}, pues
a € {a} y {a} C{a,c}. Si f(a) € X, al mismo X lo podemos tomar como el
abierto regular que necesitamos.

Algo similar pasa con ¢ € X. Si tomamos b € X, el tinico abierto en el que
estd f(b) es X y tomamos a X como el abierto regular que queremos. Por lo
que f es super continua.

Observemos que f no es fuerte f-continua, pues para a € X y {a} € 7 se

tiene que cl({a}) = {a, b}, pero f({a,b}) € {a}.

Proposicion 5.14. Si f : X — Y es una funcion fuerte continua, entonces

f es fuerte 6-continua.

Demostracion. Sea x € X y V € 1y tal que f(x) € V. Dado que f es fuerte
continua, f(cl(f71(V))) C f(f~1(V)). Por el Teorema [3.2, dado que f es



84

continua, f~1(V') es un abierto de X . Con esto, del hecho que z € f~1(V) y
fled(f~1 (V) C f(f~Y(V)) C V, se sigue que f es fuerte f-continua. O

Proposicion 5.15. 5i f : X — Y es una funcion fuerte continua, entonces

f es completamente continua.

Demostracion. Sea V' € 1y. Vamos a demostrar que la imagen inversa de
V bajo f es un abierto regular de X. Usando el hecho que f es continua,
se obtiene que f~'(V) es un abierto de X. De esto se sigue que f~1(V) C
int(cl(f~1(V))). Por otro lado tenemos que f(cl(f~1(V))) C f(f~H(V)) =V
ast cl(f~1(V)) C f~1(V). Entonces

int(cl(f~1(V))) Cant(f~(V)) € (V).
Por lo tanto, f~!(V') es un abierto regular de X. O

Proposicion 5.16. Si f : X — Y es una funcion fuerte continua, entonces

cd(f~YE)) C f Y c(E))) para ECY.

Demostracion. Sea EE C Y. Sabemos que f es fuerte continua, por lo que

fel(f7H(E))) € d(f(f71(E))) € cl(E). Entonces
c(f~H(E) C [T f(fH(E)))) S fH(UE)).

[]

Proposicién 5.17. Si una funcion f: X — Y es perfectamente continua,

entonces [ es completamente continua.
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Demostracién. Sea V € 1y. Dado que f es perfectamente continua, f~1(V)
es clopen en X. Por el Corolario[1.47] tenemos que f~1(V) es abierto regular,

por lo que f es completamente continua. O

El siguiente diagrama sintetiza las relaciones de inclusiéon entre distintas
clases de funciones continuas que se han desarrollado y analizado a lo largo de
este trabajo. Cada tipo de continuidad representada refleja un nivel particular
de restriccién o propiedad topoldgica, desde las funciones clopen continuas
hasta las funciones fuerte continuas. El propésito de este diagrama es ofrecer
una vision estructurada de como se relacionan jerarquicamente estas nociones
de continuidad, resaltando especialmente el papel intermedio que desempena

la super-continuidad en este entramado.

W—[ Fuerte continua ]7

Perfectamente

continua [ Fuerte 0-continua ]

[ Clopen continua ] Completamente

continua

{ Casi clopen J J/
p
continua Super continua ]—‘

.

d-continua ] [ Continua ]

Casi continua

Y
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